
DET KONGELIGE DANSKE 

VIDENSKABERNES SELSKABS SKRIFTER. 

SJETTE RJEKKE. 

NATURVIDENSIU.BELIG OG- MATHEMATISK AFDELING. 

SJ ET 'l' E BIND. 

~1ED 4 TAVLEH. 

K.0BENRAVN. 

BIANCO LUNOR KGL. HO~'-ROGTHYKKERI (F DREYER). 

1890 - 1892. 



• 

IND HOLD. 

Sq1tcn1bcr 1892 .. . ... . .. ...... . l?orle:: 11else ovc1 ::\els ka he.ls ~led le m mer. 
' 

• 

I Lorenz, L. Lyshe,~gclse i og uden for c11 af plane Lysbolgcr bclyst Kuglc. 

2. Sorensen, \Villiam. On1 Forbeninge1· i 8von1mcblreren, Pleura og Aortas Vreg oµ Sammcnsmelt

niug deraf med H'ir\'elsojl{'11 srerlig hos Siluroi1lerne, sanll. tie saakald le \Vchcrsk~. Knogler$ 

i\lorfologi. \\lcil 3 Tayler. Resunte en f1·n11~ais ...... . ....••....•.......... 

3. Warming, Eug. Lagoa Sanla. 

over Lagoa Santas H ''irvclclyr. 

l~t Bidrag Lil de11 biologiske 

Med 13 lltustrationer og J 

Plan tegeogn1li. ~led e11 Forlegnelsc 

T;n le. llcsuu1c cu franrais .... 

• 

44466 

v . 
I. 

65. 

153 . 



• 

• 

Lysbevregelsen i og uden for en af plane Lysbtllger 
belyst Kugle. 

_-\. f 

L. Lorenz . 

Vhle11sk SPlsk Skr.. r.. R~kl.P , 11nlur1 irlensknlJPli !! O!! 111nthPn1nlisk Al'tl. \'!. 1 . 

• 

K .i oh en 11 av n • 

llinnro L1111 1Js J\ f: I. Hof-Dni:tr~k k rri ( ~'. IJre)er) . 

18!:10. 

' 



• • 

• 



.. 

Saa.henge \i belragle Lyset son1 St.raaler, der indbyrdes inlerfcrerc, brydes og tilbagekasles 

i Legen1ernes Overflader efler visse Love, er vor Opfatlelse af Lysbevregelsen endnu kun 
clement;.e r og slykkevis, id et 'i oplese tlen alrnindelige Grundlov for helc Lysbevregelsen i 

Enkeltlove og adskille F1cno1nener, son1 vresentlig h0re samn1en. Denne ele1nenlrere Be

lragtnings1naade har og vii dog al lid have sin store l1etydning, 1nen saal<£'oge 'i ikke kunne 
kommc utl over den, ville mange af ()plikens ()pgayer ko111me til al heustaa uleste og 

uopl0selige. 
Den almindelige Grnndlov for Lysbevregelsen er ligeso1n Lovene for Elektricitetens 

og Elasticitetskr;efternes Forplantniog al' en simpel Form, idel dc11 kan utllrykkes ved tre 
san1 lidige parlielle liu erere f)iJJ'erenlialligninger af anti en Orlien, hvori de lre Svingnin;{s

. ho1nposanler ere de nf'l1<rngige , Hun1111ets og 1'idens Koordinaler <le uafluengige \ 'aria!Jle. 

Aile deu formeUe Opliks Opgaver 111aa J..unue lade sig lteof0re Lil lotegratio11cn at' tlisse 
Ligoioger. 

I en Afhandling uLeber die Rellexion an einer Kugelfl~iche•i havde _\. Clebsch 11 s0gl 
at bestemme Lysels 1'ilbagckastning l'ra fu Id s tr.end i g refleklerende Kugleflader vecl al 

gaa ud fra E laslicitet=-theoriens DiITere u t iallign ingcr, 1nen den egen ti ige Uoved vans kel ighed 
lykkecles del den dyglige l\latbemaliker ikke at O\ er,·inde, hvad Forfalleren udtalcr i lnd

ledningen med cle Ord: "Die Resnltale der g<lnzen Unterst11.:hung sind sehr \'er" ickelt, 
und namentliclt fT1r den in der Optik \Viclltigen Fall einer sebr kleinen \\'ellcnlange scheinl 

es sehr scl1\ver dieselben einfach in passender Form darzustellrn ». Hvorimod der Lilfflj es: 
"De1· enlgcgengesetzte Fall eioes gegen die \Vellenlf1nge sehr kleincn Radius der rellecti

renclen J{ugel ist dagegen fi"tr eine .Anniiherung sehr gee ignet". 
De DiJTeren tialligoinger, hvorrra omrvcerende Gndersogelser gaa utl, have vreret 

fre1nstillede og begrnndede i flere af 1nine tidligere Arbejder. De adskille sig fra Elastici
telslheorieas derved, at de 11delukke \J11ligheden af Lc.engdesvingninger, og da de gjreltle 

1 ) Crelles Journal, Bd. (; J, S. 195. 1863. 

I" 
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fo l' Pllt\'(' l' I P1111 kl i cl ll\i lht'l;,11111li el:-I µjc 11 1 1 e 1ns i~ li;d li 1~ le ruge 11l \ledi11111 . \illP <h·<r n:-l' 

l1cliugc lse r11c vcd (J , crgilngc11 rra el Lege n11' Lil ct and el l;1tle s ig 11 tllcde af sulvc lliffere11-

t ia II igui ngerne. 

I el li dlige rc Arbejdc "f'arvesprednin!-{cns 'l'heori " 11 liar jeg af de :;a111111c lli ll'e rr 11-

1.ialligninge r 11dletlel f onnler , :"10 111 tjcnr lil Beste1n1nel en af Lysbeva•gelsen i el af' ho11-

cc11 1ri shc, h11g leforn1ige Lag beslaaendP l\ ledin1n , ug Bercg11in ge11 hlev her an ve11dl paa et 

Syslc111 af s 1naa , vecl •-l on1l u Run1 ads hill e T\ ug ler 1n ecl s t o r e incllJyrd cs .Afsla11de, 111cd 

dcL \laal for Oje al beste111n1e Lysbry<lninge11s Alli a~ng ighed af ~yt' te 1nets ' l'mll1ed. Seuere 

hilr jcg benyllel de sa1nme Hu> hkeudviklinge r Li l Li;isninge11 al' den < l11g:l\ e, i\0111 j eµ- liPr 

liar for 0je, nen1lig llesle1nrnelse11 at' tlcn Lysbe\'a>gelse, so1n l're1nkon11ner , uaar en Ii o -

111 o g e 11 • ~j e n n c 1n s i g l i g o g i s o tr op I{ u g l e lJ e I y s e s a f p I an c, fl a r a 11 e l e Ly~ -
lt 11I ge 1· , og dct. er ogsaa ;1cl <lcnn e \Fej lykkedes 1n ig al 11aa li l de san-1n1e n esullal.er. so111 

her sku lle 111eddeles. ~l e 11 jeg har i dcl r~.ige ntle rorclrukkel en anclc11 og si1npl(' rr Fre111-

slillings1naadc , lt vorvcd jeg Lil lige Lil Lell else for Lacls ningen :-kal 1111dgaa al fonul ::;;ellc 

hjend skab t ii 1nil t idligcrc A rhejde. 

1. Grre118cl1ctiugcl8cr. 

\ ed ~' r;, ( JJelcg 11e:; L~ ss\i11g 11ingrr11 c:; l\t11nposa11Ler, :.; \arl• t1dc Lil ' l' id:;.- U/! 1111111 - · 

koo rdi11alcr11c t , .1·, !/ , :: . Jndl'1·11·cs enu vidcrc Belegnelsernc 

a·i 1l2 c1~ d; a Jt: 
J = ..L _ _j. _ tl =-+ 1+-.:. 

~ d.'t~ ' dy 2 ' dzt ' d:i; d.11 dz ' 

'ille Lo\ene fur Lyshevmgclsen i cl h\ilhc lson1hels l gj cnnen1s ig lig l J\lediurn k111111c udlrykkes 

vecl de trc l)iffe re111.ialligninger 

,. dlJ I d2 .; 

J 2 :; - d.'t = cu~ clt 2 1 
,J _dfl _ l d~YJ 

i'f} cly - cu ~ dt~ ' 
dH I d2

" I ~ '> 
1.1 ..,, ., - -t = --;; dt") 

" ( Z (U ' " 
I I \ 

idtd cu i J\ltni11d e li~ lt ed er en al' .i., y, z al'hu> 11g ig Variabcl, so111 :i \ill'Cr til L~ sels llaslighcd 

i Pt111kLel .1·, :r;, z, for saa vidl son1 111a11 i11<11•11 !'or cl 111cgc l li lle Hu1n ka11 helrag- lc deuut' 

:1ur11 konsla11 I. 

al <1J 

Nw rvw rcnde ()p;.(a \P licslaar i al intcr:rerc di sse Ligniugc r under Fur11dsa-l11 i11g al', 

har en ko11 stanl \' a~ rdi i11 de 11 fur en :.: h en l\u!!'IC5 ()\ crllad e og- en a11clt'n hons lanl • • • 

\ <r rdi 11den l'or :;ao1n1e, n1cd di ~ko 11Liu11e 1·l l)vet·ga11;.: i se lve 

1in11c1·1t' <Jvergnng kau ltet.rag lc:; ~0 111 fr en1kon11ne11 \ Cd , al 

1) Yidcnsk. Si· lsk Skr. u. H.ckke, S. 167 18113. 

h.11glctlad en. De1111 e 

c l (}vr rlladelau- 1n ed 
' 

di:; kon

e11d eli ;.: 



·r~ hht•l:-.e u:; ho11li11uerlig F11ra11dring af <tJ, hclragl1•1 ~0111 F11uhliu11 al' ,\fslautle11 ,. fra l\ugleo" 

Ct•11tru111 , gaar O\er Lil al blhe el Lag med 'fykhe lsen i\ul. Ved dennc llvergang 111aa 

s, ing11i11gsko1nposanlerne her so1n overall forbli' e eudelige, Jl,·orimocl deres Dill'ercnlial

J,uef'fi cienler med Hensyn Lil r hunne bli\ e uendclige. J{oni[lOSa nlcrn e og deres Oilrcrea

Lialkocrficienl cr gaa clerfor i \ ln1indeligltecl i Grren sefladen, uaar Grmnselagets 1's hhelse 

rcduceres Lil 0, diskonlinuert O\er f'ra e n Ycel'di Iii en anden , n1edcns dog enhelle LCom

uinalioner al' UCITI hunne l.Jchulde deres Vre1·di uf'orandret. 

ldel jeg skal opsoge disse, 'ii j eg foret.n:ekke i Stedel for l\001posa11len1c 111 ed 

ll ens~·n Iii det raste ,\~esysten1 al benylle ProjehJioneo at' S\'ingningsudslagcl paa ll ad ius , 

P1·ojckLiunen viokelret herpaa og beliggcndc i Planen gjcnnem Radius og :1:-Axen, og Pro

jehlioneu vinkelrrl paa de to roregaaeude og altsaa vinkelreL paa .i:-Axen. 

Sa:ttes i pol<erc l(onrdinaler 

.i: = 1· cos <p, y = ,. s in rp cos cp, z = 1· sin 'f s in cf;, 

ug bele~nes cle nye l\Otnposan ler ved ~, r;, ( , vil man have di sc beslen1L vecl 

• ~ = cos cp~ +sin <p cos c/Jr; +sin <p Rin c/J(, l 
r; =-sin 'fl~+ COS<p cos c/;7) -+- CO~<p sin cf;t;, f 
( = - s in cf;r; + cos cf; t;. 

(2) 

J\aar Ligni11ger11 c j I) rnullip li.:eres Llenboldsvis n1etl :r:, y ug z, oi; add err:., \'il 1nan 

l:'rholdc 

h\oraf sl:'s, naar Jt 11dlryhhei; \ Cd puhr re l\oo rdi11aler, al 

la tie I' srg 11dtr.vkhe ved Slnrre lse I' , so 111 furb Ii' c encl t> I i;(e, ugsaa Haar U nc11 se la gt• Is 'f yk hel:;e 

rcduceres Lil Nul. 

:.\Jen lterar l'olger, at 

er 1\ 11 J,011 li11uerlig runhlio11 , su rn <lerfor ogsaa l'orb li\'l' r e11tlelig t;ra•nselladen, da rle11 er 

e11delig til hegge Sider udeu for tle11ne. Allsaa e1· ugsaa. 

d~ - fl 
d1· 

eu overall endelig St0rrelse. 

:.\ lulLiplireres endvidere Lign ingerne 111 li enhald s\ is 111 cd - srn cp, cos cp cos </;, 
eos 'P sin cp og adileref', 'ii 111an erholde 

.. 
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d '!.'I' '1) - d_tJ 
d1·2 drp 

udlrykl \ed Slorrelscr, son1 forhli\e endelige overall. Ligcledes lindes \ Ctl ~l11lliplikaliu11 

al' Lig11 i11gcr11c ( I) n1etl O, - sin <fl, co:; <fl og' Addition 

d ~ I' 'r\, 
dr·~ 

udlr) kl \eel O\ Crall cndctige Sl<-JrrcJser. 

tl fl 

\ i liave saaledcs fttntlel lre l\~ou1bi11aliuuer, so111 t•rc 1•1Lde l i~e 0\1H'all. 1•: lin1i111'res 

ll eral' H, ses del, al St0rrelserne 

d 2 r-n __ d2 ~ ., ug 
cl 1· 2 drpdr· 

1l2 1• ( d'!.,; 
--

siu rd<fld i· l .. c r·-

ere c11dr lige O\ eralt, bvoraf folger, at 

d1·( d ~ 
- -----
J1· s in cpd¢• 

ere konli11uerlige Funklion er , som altsaa furhlivc ul'onHHlretlc vcd (J, erga ngen ri·a den cne 

Side al' l(11glen8 Uegr.:cusn ingsllade Lil den antlen. Jeg 'i i udtr~ kke tlellc \'CU 

[
CVl''lj - d ~] = u 
dr dw ' 

' 
ldr(_ d~ l = L) 

dr s iu cpd¢• · 

'f ill ige hen1a·rkc:;, at de san1111e Slorreh•er son1 konlinucrl ige Funldiu11cr Of.( P11dcliµc n\ cralt 

11deu for Gra•nsclladen ogsaa n1aa vr.erc cndeli;.:re i flra,11selladcn. \ lcn hcraf i'fllger , al 

r'l} og 1·( 111au va:re ku11lin11crligc, &~~alec.lcs al 111u11 111e(I sa1111ne Belegnc lsc so 111 O\ c111'or 

vi i J1a\'C 

[~] = O, [(] = 0. 

De Ii i 1· = 0 og t' = oo svarcnde Gro:11sehcl i11gclse r ere udl ryldc tlcrved 1 al L~s

hcva·gclsc11 er cndelig overall, attsaa ogsaa fu r 1· = (), 03 al tier i urndclig Al'sLancl fr<t 

J(uglen fon ulcn del givne intlraltleude Lys kuu li11dePi Lys, :So 111 er udgaaC' l l'ra l\11glen , 

1ne11 i11 lcl, so rn hcvtegcr sig h en i 111 o ti den. 

2. Udvikliug efter L\.uglefnnktio1ter. 

Del paa l\uglcn indl'altlcntlc Lys er aalagc t al hestaa ar planl', par;1ltclc L~ :-;hnlg-rr. 

I .\ln1i11dclighc1l ku1111c dis.:;e indeholde en S;1Lnti11g af S\ ill).t'lli1tµ:r.r, l'orskjcllige i ll r11sCl'lllle 

lil Amplil111le , Heln i11g in1IPn for B 1~lp;epla11c11, S\ iug11i11µ:s licl o~ Fasc, 1nen 1h•11c• atniiu

delig-c 'l'illieldc ladcr 1;ig 1ncd Lclllccl aflede ur clcl cnkclLr, lnori t:h ingni1q.,:sku111pnsa11lt•rne, 

sont 'i ville hel<'f.:llC \Cd ~o, '1/o, ( 0 1 11dcn for l\uglcn crP bcslt•1nl1• ved 

~o = 0' '/)o = ei•t 1.rJ l , Co = 0. (5) 

• 
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lh•r er den e\pOnC'11tielle Forni \;dgt !-Om den sin1plei'te, :-;, iogoingrrne n1ed \ n1plilutlen I 

i Reloin~ al' y· \ \C'n og forplantr ,..ju i Reining at' ,, - \\en 1necl den 1-.on,..tanle rTasliuhcd 
k 
I 

?- ?-
Jl. n1ed Rolgeln•n!!den -;· = i. ou s, ingnin~i'tiden /; = T. 

lclel vi i;aah'rle:;; n den l'u r l\111.den ndi.:killl' clC'l i11dfaldentlc L\s l'ra clel • • 

\I'd ll:istigl11•d:-;l'ora11dringcn i K11gll' 11s ()\'erllade fren1kaldt1• , L)i', i'a'lll's 111•1· 
.. .. -1- .. 
~ = 1) .., <;o • C:t· - 'IJo + "fie• c - ,.. .J... .. 

~ 0 I ~t" 'l 

n1cden:- lier in den f 0 I' J\uglen ... ( )\ 1•rf1;H)t• swttes 
,. .., , ,.. ,,, 
c; - c; , 'l - 1) ' -..,, .. ' 

JJ = ,,\'.<!'' I: = .\' l, i. = 1.\'J.'. 

( (i I 

(81 

l\0111posanternc ~, "//• ~ere saa\el 11clr11 for son1 in1len l'or l\u!!lelladen in1lh~rde<: l'orhnnclnl' 

\t' cl Ligningen {} - O, t'Otn l'or tu 1-.on:;tant l're1ngaar al' L i~niogerne ( I ), og de 1-.nnne lle l'l'or 

1'1·t•111:-;tille!" som al'l1;,engige alenr af l o Slol're lser Q og S uden t'or J\1 1glc11, t>ller Q' og S' 

i111len l'or l\uglrn. \Ian vi i nenilig k111111c sa•Lle 

dr) dQ 
.::-l - z-l- -L 11S. 

(,: t~t .. 

,.. 
"'' - d:-c -·· dy ' 

dQ dQ ~ 
C = y T - .r l + ,; ' u.r c !/ 

dB d.1cl I I (9J 
• ..J -

.. dC dB 
c; - --, - dy d:. ' 

dQ dQ 
:: d!J - !/ d:. + .xS. B 

d~..J dl' 
1• = d= - d.i' 

ligcson1 ogi'aa ~·, r/, !;' ~unne 11d l r~l,l-.rs paa lils1arenclr i\laade. Ligningrrnc t i ) Yille da 

'terr I ilrreds:-1 illetle 11nder Forudstelning al', al n1an !tar 

J~ Q + z2 Q _ n. J 2 s + 12 s = o, 
J 2 Q' ..J_ l' 2 Q' - o , J . S' + l' 2 S' = O . 

111•1 1-.an her hcn1a•rl-.cs. at de lo ratlielle Projektio1H•1· 

{) ti 

"' 

.i; f, + y 'fJ• + :: Ct 

,/' ( ~~· - ~;-) + .Y ( ~~ - ~~-) + :; ( ~ - ~l~) 
'ed llja>lll af Liunin!!erne 19) 1-.unne orndannes Iii 

d2 r Q I ti . cl Q d 2 Q 
- 1·2J.,Q+1· - d •> = -. -d :0.111<[ l - ... ,,-::-

• 1•· Sill 'f <(J l <f Sill• 'f l If' " 

d21· S I d dS a2 S 
- ?'2 J q S + r - - - - - sin 'I' - - -

- dr 2 i;iocpd<f' drp sin2 <pd¢•2 ' 

t I Ol 

( I I I 

ll1•ral' ses. :it naar Q n!! S ere u1h il-.lt•dr i l~ a>l-.1-.e 1•f'lrr ri:11!!lef11nklionl'1' Q .. U!! Sn. 11 P11tlig-

Q - ~·q,., \' 1.._""11 = _ .._ ..... ,, 
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:-;an \'illr de O\PnslailrndP. raclielle Projeklion r r \':rrr henholrls\ is hrslr1nlc \rd 

2,'n (n + 1) Q,, O:t ~·11 (11 + I ).._,,. 

llel lils\arc11dr gjw lrlc' r for H11111111 r l i11tl1•11 for h1 1;.de11. 

!(ii for 

Or i rlcl forpgaacndr 1\l',.;11il indl'flrlr ho1nposa111rr 

Pnnkler 11111'11 for J(11l.!lr11 ndlr\ kke 1ed . . 
-r- ,.. ,,.. 

<; = <;o I c;,, 7J = Y/o + 7Jr • 
iclt' l ti isse nye J(on1p osa nler ere hes len1 le rrd 

... 
<;o -

. I (kl - l:r)i - I (Al l.r) i 
:;111 cp c·os 'fle , Y/o = <'OS cp ro:o; S''e 

,. 
<;e eos 'P~• +sin cp ros ¢•r;, +sin <p s in <ft;,, 
7Jt - sin cp ~. + ro::; 'f c·ns ¢' 'l• + 1·os <f sin</•(,. , 
-
( , - - s in Y1• + f'Os </•(,. 

I 
l 

In 11 fnrrs n 11 fnr l{orlil cds SkYlcl i drt folgende Brlrl!'nPls1'rn1· . ~ . 
{ ? ' = a , l' 1· = n' , I Q - J( , /.' Q' = [{' 

ng-, idrl R r r den 7 i1 ne h 11gles lladius. 

l l?. = r1. , l' ii = a' • 

Silil \ii 1n:n1 \'I'd Lig-ni11ger11 r (!ll og- Yeti Ben~ t1 el1;1> ilf Lig-11 ing1•rnr ( 1111 r1'11o l1l1• 

~. d
2
aK +al( 

da' ' 
ll~a f{ d S 

r;- = + adcpdtt s inrd<f· · 

,.. -"'' -
cl2aJ\ dS 

a s in 'f'd<f•da - d.<f ' 

lige::.0111 111:111 lilsYil l'('t'J(Jc• ror el indre P 11nkl ltar 

~' = 
d'l I T?I 

a .J~ J_ I j(I 
d f•I I a ' a -

d2 a'J(' dS' 
-n' -- ' ., ---- ~ ---

rid<pda' ' s in 'f d¢1 ' 
dS' 

(' = 
d2 a! K' 

a' sin <pd if• da' drp . 

\ n:tlogi 1 netl 

( I 2 t 

( I t, l 

11 fl) 

( I ti ) 

( I i) 

( I H) 

n et \i i 1111 \a' l"C Opf!Ll\Cll at 11th·iklr clis::.r l\ On1posan ler i Ba·kk er r nr r l\1lg"IC'-

1'1111kli1111r1'. 1\aar nvrrlHl\ e<l r l en Funklion .f(.1') ha11 u1lviklrs 1•flrr l\ 11glr1'1111hlio11Pr . s:in er 

s11111 !Jr kj e11d1 l <h ikli11gc11 l'nlgenclc: 

00 '>11+ I ~I .f(x\ = ~· ~:i - P,.(.v) f (u) P,,(11) d 11 , 
n - • I 

idrl S11111n1 !' 11 la~rs tor allP hr le \ :rrdirr al' n l'ra 11 = () lil 11 
' 

1;, (.1·) -
l .2 ... 11 ( 

11(11 - l l • 11(11 - 11(11 - 21(11- -:\) 
•1in _ _ _ •1.n-- -1- _ ,,.n 

2(211 - 1) '1. 'tt211 - IJ(211 - ::) 
. - ... ) . 

... 
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~nge vi nu fnrsL al LHlYikle de i lJigoingcror \13), 11\·ori srr>llcs l.r = a ros sc, girne 

L'<ltryk for ~0 , r; 0 , ~0 , \ille ,j i Ueoholtl Lil orenslaaendc h::ne 

"' 971 + I ~ I e-acos(!'• = 2- ') Pn(COS So) e-a";P,,(u)du 
ij - - 1 

Del hcri iod~aaen<lc be:;Le1n le Integral lader sig udlryJ..ke red den Tirssclske Fnnktion 

.l11 +i(a), cl ler, 11\'ad jeg her \il foretrockJ..e, \Cd en anden Yer! 1·,,(al belegnel F11nktion , son1 

kun re1l en Faktor er fo rskjellig f1:a den IlesselsJ,e, itlet der srelles 

1.:11 (a) = l/ ~a J,,+k (a) . -
'I an 1 ii 1la, so1n bekje11tll fra tie Besselske Funklioners 1'11cori, kunnc clefiuere 1•,.(n) 1cd 

a"+' ~1 v (a) = e-aui \ l -u 2 )"du 
" <)n-t-t[ J · - 11 '- - 1 

• 
l>ellc lnlrgrnl gaar ved n Gange delvis lnlegralion over Lil 

a ~1 .d"(1-u2
)" 

v11 (a) = ,..-+1 [ 

1
. e _,,.., - d du . 

. ,,, ll ,n u" 
- (. • -1 ' 

son1 n1e<l nen~ ti.else af el andeL uekje11clt L tllryk for P,,, nen1 lig 

Paa llennr :\laade rrhol<les 

P,, (ul -
I - J )" d11 p - u ~ )" 
211 !11 I du" ' 

v11 (a) = ~ i•• \
1

1: rwi P,,(u)du. 
- J- 1 

!)el 1 ii uenu~rkes, al Funklionen t•,, (a) till'reusstillcr Hifferenlialligninge11 

d2v11 (al (71 (n +ll ) 
da'l = a2 - I v,, (a) , 

og al den, ut11 iklel el'ler Po lenser al' a, giver 11rekkru 

a"+1 ( a2 a~ ) 
v11 (a) = l- .- 3- ... ~n+l l - 2(2n+31+2. \\2n+3J(2n+5J- ... · 

( 19) 

('2ll) 

( 21 ) 

(221 

En auden l'ra de Tiei;selske Funklioners 1'heori heJ..jendl l1IT:'kkendYik ling, ll\ Or Leddene" 

Antal er endcligl, er 

v,, (al 
• 

= f!11 (o) sin (a - 1~rr) + 7i 11 (al ros (a -
1
;) , 

g,, (a) 
= 

1 
_(n- l )n(n+ 1J(n+2l (n-3)(n-2) ... (n+4l _ 

2. 'ia2 + 2.1.fi.:-la' ···· 
(23) 

li,. ta) = 
n (n+ 1) (n-2) (n-1) ... (n+3) 

9 - 2,. a + ... _a .1.6a 

Vidensk. Selsk. Skr.1 G. ll.(l•kkc, narur\·illcn~kttbtlip- O!? ma.tiJ1em . Afd. VI. 1. .. -

• 
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nctcgne:-; r11tl\idere \Cd tc,.(a) el andel i)arl il,ll1U' rl Integral af Ligning (2 t I) Of! ac nnercs 

clclle fnLegral nmrnJcrc 'etl ll~kkendvihlin~cn 

, _ . . .. -n- li· a _ __]_ l 3 9 I( " I ) 

ic,.(a) - a•1 1 +2(211- l)+:t.4(2n-J)(2n-3)' · · · ' (2 'I ) 

vii drn11P. f11nklion ligeledes kun \'Cd en Faklor Y<l' re fon•kjell ig l'ra en Bcsselsk F11nkl ion. 

nc111l ig J_,,_1(a), og n1etl cle OYenfor givne Jl <Fkker for g,. og It,. 'ii den ogsaa 1,unnr 1111-

trykkes 'ed 

(25) 

Al' t;d,iklingen (20) kan 1n1 cle i Ligningerne (13) gi\ne l dlryk hesle1nn1co; paa 

l'olgcnde l\laacle. ~Jan 11dlager af llrel,lten (20) del !'orslc Li l n = 0 l\Varcnth.' Let! og s;rtlc r 

l 1 d . dJ",,(co::. Sol 
= - - s1nrp 

n(n+ 1) sin 'f d<p d<P ' 
P,, (cos~) 

hvor\'cd erhoillcs 

m . sin a 1 ~. 2n + 1 I d . cl P., (cos ¥"l _ "rr; ( ) 
e- «cosr• = - - ,,;,., . sin rp e 2 v,, a . 

a a 1 11 (n+ I) sin <p d<p d<p 

lndfnres heri Lil Al'korlning Betegnclsernc 

K _ .cos<jl d ~ 2n+ l n (· ) (i1-'~'.'.); ( l l o - - i d- ,,;,., { + 1) r., cos <p e - v., a , a <p1nn 

J 
S sin <f d ~. 2n+ 1 n ) (ti- 11~; ( ) 

o = - d- ,,;,., +ll r.,(cosrp e 2 L'ii a , a rp 1 n (n 

(2li) 

vi l n1an \'Ctl i\l ulliplikaLion af L igningc11 1nel1 cos if1i~ 1' sin<pd)a ellcr n1ecl - sinrpetli sinsrcl'f 

Of! \etl l11legraliu11 af' de Lo :;aalcues erholdle Ligninger fra <f = 0 lil 'f = 'f crlloldt• 

= . r (isi11acos<p-uosa+e-aco•r')e .. 1' K UO':'> ch . m . , . l 
U a Sll1 'f ' 

S Slll 'f ( . · + · Mi • r' . ,. I 
o = - - . - SLUaCOS<p-lCOSa ie acos, )e"' . 

a SID <f 
ll cral' lindcs sl111.tclig 

d2aR 
cla~ .1! + aI(o = sin 'f cos¢• e(At- acos<p Jr = ~o ' 

d~a](0 d S 0 1 -+ =('OS cc, ('OS il1L" H - e1 cos<p)i = 'llo ' 
ad<pcla siu rpd<f r ·1 

d 2aK0 dS 
. ·- - l o = - siu ¢' e(M 

a sin <p drp cla c rp 
ar.os~)• _ I" - "'o . 

(27) 

(2Hl 

Disse lldll')k 1'01· l\0111posanLer11e ~0 , YJo• ( 0 svare Lil tll' i (17) frcn1sli llcdc l tlt1·~ 1, l'nr l\01n

po::1a11 1c 1·1H'. ~. , YJ• , ( ,, iclel K 0 og S 0 lra:de i Slcdcl l'or ]{ og S i Ligningcrnc (Ii). 

For /(n ug S0 li:l\C \i i (21.i) l th ik l in~erne cl'IC'1' h11gl1•f11nklio11P1', o~ dissc 11 1a:i, 11\atl 11 1;111 
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U!-\Saa let k<tll O\ crlJC\ isc :;ig u111, lill'redsstillc de san1n1c Differcnliallig11iuger, sun1 J( og S, 
ne1nlig ifolge (10) Jtl(0 + ltE.0 = 0, J~Su + l2 S 0 = 0. Udvikling-crne al' K og S efler 

l\nglefunklionet· n1aa f0lgelig lllive analog 1ned Udviklingerne (26), idcl der her i Stetlel for 

tie!. parlik11li.rrc Integral i•,,(a) af Ligningen (2 1) inclsreLLes det almindelige Integral , udtrykt 

linea:rL ' eel v,, (a) og w11 (a). :\Ian crltolder saaledes med de cnduu uJlesLen1Le Kon slanLer 

1,,,.. .cos¢ cl ~. 2n+t p (ki- 11~;(' ) ) 
.\. = - t d- ,,,;, , ) ,.e 2 "'" v,. {a + r.,. iL•,. (al , 

a <p 1 n(n-r-1 

S 
_ :sin if• d ~. 2n + 1 p (u 
-- - ,,,;, 11e 

a d<p 1 n(n+ 11 
11~ 
2 ' ( s,. Vn (a) + q ,. tv,, (a)) , 

og Lil::;' arcnde for el indre Punkl 

r/i .cosrj;d ~.2n+J n (k1-"r.)ik' , , ' ) 
n = - l , d- ,,.. ( + tl.L~,.e 2 \.,.v,.(a)+r.,,tt•11 (a) 1 a <p1nn 

S' sin ¢1 d ~. 2n+ 1 p (u-""';( , , , , ) 
= - , - l .e:.. ( + 

1
-
1 

,.e 2- 1 Sn v,.(a) + q 11 ivn(a) . 
a lSo 1 nn 

lleri er P. (cos So) aJkorlet til P,, . 

l 
I 

(2!)) 

(30) 

Ben) Lle vi nu rorst den ti! a' = 0 svarendc Gn:cnselJelingclsc, ses del al' (24), aL 

1r,.(a') l.JliYer oo for a'= 0 og 11 > O, og at allsaa Endelighed::.bclingclscn udknnYcr 

r.,,' = 0 , a,/ = 0 . 

'J'il a = er:. svarer ifolge (23) og- (2fi) v,, (a) = sin (a - n;) , tt'n (a) = cos (a --~) 
1 ucnd qlig Afslru1tl J'ra l~uglen \ii 111an alt:;aa ltnve 

( t11r) 
2(k,,v,.(a) +xn~l'n(al)e kt- 2 1 = (-kni+ xn}e<k1+11 n1rJi + (k,. i +Zn) ff.!·t-a)i . 

Det ses heraf. al Lysbev<"rgelseo i ,\l111indelighell i uenne AJsLantl vii fren1ln.ede 

so n1 periodiskc Funklioner af l~t +a og kt- a, svarende Lil Lo 1nu<lsalle ti0lgebe1;.egelser, 

den enc hevregentle sig he11i111od I\uglerenlrel, cleu anden i lletning fra CentreL. Da 11u 
hnn tlenne s id ste, if'olg'<' dC' anlagne Bntingelser, er virkelig Lils tede, n1aa n1an ha\ c 

- kni + x,, = (} , ligeson1 ogsaa Lilsvarende - s,.i +a,. = O . 

Saaledes red uceres ll i:ekkerne (29) og (30) Lil 

cos rf; d 00 2n-f-1 (k1 ""' · 
K = -i d- 2: ( + 

1 
P,,e -21' kn(v,.(a) + 11:,.(a)i), 

a So 1nn ) 

S sil1 rf; cl 00 2n+l P ("-"~i . 
=- d- 2 (- + 1) ,.e 2 s,.(v,.(a)+iv,.(a)i), a co 1 nn , 

K' - .cosrj; d ~. 211+1 p (kt - ";);k' , 
--1 , d-,,:, ( 'j) ,.e 2 nV11(a), a <p 1 n n7 

(31) 

S' __ sin ¢1 !!:_ ~ 2n + 1 p (ti-"~; . , 
' - , d .e:.. ( +l) ,.e 2 s,.vn(a) . a <p 1 n n 

') • -• 
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En<lclig l1a1t• 1i ogsaa de i t3) o~ \'r) frc u1 slillccl1· <:t't1· 11sclteling('ls1•1', ~011 1 k1111 11c• 
11dtryhkcs vecl 

• 

7l = r;' ' ~ = (' 

It = (J. 
cla 'l__ _ d~ da' ' d~' = _ r; __ -ct tt d<p da' dr:p f I u - a. 
da t; cl~ rla' t;' il~' 
cla 

-= 
sin r:pd¢1 eta' -sin <p dcp 

lncJ,.celles !Jeri de 1ed Ligniugern c (12) , (17! o~ (28) ~h· uc I <l l l',Vh r11r ;, r;, t;, uµ: f'or 

~' r;', (' l dtrykkc11 c ( 18), ku nne dis:sP llelingclscr orr1danne:-; Li l 

ulK0 +K1 
tla( f( 0 + f() 

ada 
-= 

= a' ]( ' , S 11 + S = S' I 
£la' [(' da(S., + S) = da' S J 
a' da' ' da da' 

a = r1. 

a'= , (J. • 

!Jeri tl(lvihle:; ](0 , S0 , K, S, K', S' 
1 L igningcr i111elle111 l(oefucienlerne. 

vcd de i (261 og (:3 J ) g i1 ue l{;,P kkcr, 111 ur1 cd erholcl r:-; 

Belegncs 1'0 1· h orlheds ~k) ltl de allcde<lc Fnnkti oncr 
dv,. (a) d·u.1,,(a) cl v,.(a') , . 

cla ' da ' ila' vcd i•,, (a/' w,,'(a), v,,'(a'), hlive disse Liguinge1· 

1 I I ( I 
' '-'11 v,,, a • N (v,.' (a) + h'n ( v,.' (a) + to,.' (al i)) = 

N (i•,, fa) + s,. ( v,. (a) + tc,, (a) i)) -

v,, (a) + k,, (v,, (a) + 11•,, la) i) 

s,,' 0 11 (r/) 

= k,,' r ,,(a') 

v,,'(a) + s,, ( l',,1 (a) + to.,' (a) i) I '( I s,. v,. a l . 

ll r• 1·af k1 11t1H\ rlc rin· l\01·fOc ienlcr IJcsLenllues. \ ed li1d fc1re lse11 ar e11 lill c· l lecl 11hl iun 1t•d 

lljIBlp af' Ligni ugeu 

1 ii 1nau :>aalerlcs crhu lcle 

2k,. = - I 

'>.. - I _ ... ,~ - -
• 

k,.' = 

I 

iv,, (a) v,,,' (a) - iu,,' (a.) v,. (a) = I , 

( Vn(Cl) - 1c,,(a) i) i·,/ta') - 1V ( v,,'ta) - 11•,,'(a) i) i.,,(a'l l 
( v,,(a) + iv,.( a) 1:) v,.' (c/) - 1\1 ( v,,'(al + 1011'(a) i) ii,,(r/) ' 

1\7 ( t•,,(a) - 1v11(a) i) v,.' (r/) - ( v,,' (a) - 1t1,,'(a) i) v,,(a') 

J\I ( v,,(a) + iv11 (a) i) v,,'(rl) - l v,,'(a) + u•.,'\a) i) v,,(a') ' 

l \ 1i 
$11 = ---1Y( v,.(1,.t) + 1c .. (1,.t\ i ) v,,'(a') - \ v,,'(a) + zc,,' (u) i) v,,(a') 

1 

l 
J 

l)e11 :;till(•tle () pga1c c1· hcnncd fur saa 1irlt lnsl . son1 S1i11g11 i11g;:l.01npu:o;;u1tcr11 L' 

O\t:ralt i l\ 11 111111t•I ere heslcn1le \e<.l uentlelige llu>hkPr 1nrd hc hjr11dlt' l\orflic ienl cr. Del 

1 ii vist' s ig, al ll<i•kkernc i dc•n g il'11C Fti nn egnl' l'ig godl l'or B1'rcg11ini!en, naar c11lcn 11., 

son1 S\arel' Ii i ll ugfcns <)n1kreds n1aall 111ed Holge la~ugdcu ).. er Pl lillr ' l'nl, ell cl' drl he

lragtcdc P1111kt lig-ger na•r 1rd Ce11trel, ll\ori11 1od clc1, nnar r1. er rl 1neget slo rl 1'al, ll\i lkl' l 
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n<eslcu kao s1ges al \U're 'l'ilfreldcl 1ned alle for del Llolle (Jje S)Hlige h.ugler, i ,\ln1ind c

l igl1eu vii '' a~re a 0d\ endigL, al um<.htnne H.cekke rnc saaledes, al Su111n1alioncrnc kunne 

udfiH'es 1ned Lil ::; Lr<rkkclig l 'iln;rr111elsc. Jeg skal nu J'ors l frems lille 11e S11011nalious-

1'orn1ler , son1 ber,ed \illc koo1J11e ti l 1\nYendelse. 

3. 8untutationsformler. 

lier \ii fl el folgend t• ,\l'snil rren1ko1n1111• Sun1n1er, SO l11 kunnc henfnres I.i i Furrnt'll 
'''! [! i 
\ ' A 1L 

..c.,nne , (35) 

ll\ ur n gj enncn1Jf,)Jer 'L'alr<r•kken fra n = n 1 Iii n = n 2 • 

Oe to F11nklioner .d,, og Fn ere ~aaledes besh.afne, al naar cleri sa' Lles n = v + z, 

h\ 01· 11egge de uye \ a ria ble ligeledes hetragles som helc 'J'al , vi i man erholdc folgentlc, 

ind en !'or de gi\'ne Gr<en:;e r kon\erge ntci B<ekker 

.... ?. '.! 

A ,.= A + B .:. + c-• + ... , a. a. 

z2 z3 
Fn = Fa + Gz + B - + 1 9 + ... a. (J. -

(3 (i) 

Leddene ere Lier ordnedc eflcr sligenll e l'olenser af z og aflagende Putenser af Storrelsen 

a.. Denne s iclsle betraglcs so111 el i11 eg c L stu r l , dog ikkc nendelig sto rl , 'l'al 1 og al le 

Slorre lser vi lle i del f'ol gende ]J li\·e orclnedc efler Polenser af a., saalcclcs al cleu Slorrclse, 

so111 intleholller en hoj ere Pol ens af a, J1etragtes son1 en Sl0rrelse al' 11ojere ()rden. li er 

ere I\oefllc ieulerne .d , B, . .. F, G, . .. i det l1 oj e::;tc Slorrclser af sanHne Orcleo sun1 

Enheden (a0J. Bcrcgn ingc11 s kal uu gaa nll paa al fremslille Resnltatern e n1etl en saaclan 

l\ujagtighccl, al knn Slorrclscr, so1n rre af lavere < lrdcn end Enhetleu, !Jelragles so111 saa 

sn1aa, al de kunnc bo rtkasle$ . 

. \ ntallet af Le1l i Rrekkc11 (35J er se l\ et 1ncgel storl 'f al, af san1111e <Jrtlen so1n a. 

Gn.rn scn1 e n 1 og n 2 ere nb es ten1l c og Lil e n vis (}rad vi lk aa rli ge, 11 emlig kuo 

belingede paa den enc Side ar h.on \ crgensl1elingc lserne for Rmkkei:ne (36), paa den anden 

Side af den Ford ring, at n 2 - n 1 skal vrere el 111ege L stort 1'al. Benne lier indJorLe J\rl 

af 11besLen1te, vilkaarlige Slorrelse r , for h\•ilke jeg i del folgende Yil :Ueuylle Fa•llesn1tcrkrL 

w, ere defioerede derved , at en Funklion af dcnn c StArrclse belyder cl en Gr&nse, h\ orlil 

l\ lidrl clvre rdicn af den sa111111e Funk li on af en be::;le1nt Slorrelsc x konvergerer, naar n1 1u1 

lader :v gje11nen1lnbe en cflcrhaandcn storre og sleirrc J-lmkke af Vccrdier indeu J'or lie fut· 

w af'~lu kne Grain:;er. 

Gaa vi saaleue~ 11d fra lie hekjendle lnlegral(• r 

~:-z xl~-1 d.v = I'(µ) , . . . ( 3 7) \"'&· a:IL-1 d.v = 
Jo 

µ;r _ , 
I'tu.)e2 ' . . . ( 38) 

• 
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d<'l l'nr~ l c gj;l'lcle1uli• for allc pu::-i li\ l! \ il'rdier ;11' fL, dc>I u11d 1·I k1111 fur tit' pu::-ili\t' \ a-n lit't" 

~011 1 ere 1ni11 dre cue\ 1, saa scs deL, :1l 1nan ugsaa l'nr µ < I n1au llil\ C 

itle l 
(''I) 
.1 e"' :i;IL- 1 d.v 
' 11 

/J.tt 
1 d.v = I'(fi)eT', 

l11ur del sid:;tc l11 legral \'Cd clelvis Integration J,an 

J1 vis Li l l'orskjellige 'tertli af <tJ svareJJtle !\liddelYccrdi 

1ulvihles i I'll sc1niku11\er3e11l Jla· kl,l', 

kon\'ergerer Iii 0, 11aar ,\lidtlrlya·rclicu • 
!ages paa den UYCul'or angiYne \faadc imeUe1n Yidcrc og 'idcrr Oro..ensl'r. Er i lulegralcl 

I:{!)) cnth id ere ,u '> I , han denne EAponent \ Cd delvis ln lcgralion reu11reres Lil al JJJi\ c 

inindre encl J, og 'liddch ccnl ien al' de fre1nko1nnc pcriocliske Led urle11 l'ur lulegralcl \ii 

Jigcledes konvergerc Lil 0. Altsaa er Ligning (39) n1ed Jen \'Ctllaguc Bclydn in;.r af' tlcn 

<nre Grreose (I) gj::rldende l'or ulle JlOl'ili\'C \a>rdier al' 11. 

Som ct andeL EAe1npel, der \'ii faa \rn eudelse i det 1'11 lgende, hunnc \ i Lage St1111-

111 e11 135) rcdutcreL lil den simpleste Foro1 

tlo 
,, "'11li 

SJ c:·- -

"1 

e"''•; _ c'«"o+1)1 

I - e"1 

<Jg;.;aa her tnaa hojrc Sidr rorsvin<le, fonttlsat, al a ihhc t·r O t•llt•r cl 'l 11 llipl11n1 al' 2rr, 

da i saa 'l'i ll'<.e lde Sun1111en Lli1er n 2 - n 1 + J. sou1 \C l er ul.Jcsten11. n1cn i Plll\c1·t 'l'ill'a.>lde 

ikhe ka11 bliYe Jig rul. J~r entl\'iclere a 111ci:,rel lil lc ellcr 111egcl 1Hrr ved rt 'lulliplurn al' 21t. 

teir 1nan hr lier ihke belraglc S11rnn1en son1 i\ ul, tla Lctldenes \ nla l \'C l L'r a11tagel 111cgcl 

:; tort, n1en ikkc ueude lig slort. 

Et· S11111111en 1\111, vii den ogsaa \Cdhlivc al 1a•rc 

\ilkaarligt .AnLal <:augc 111ed J[ensyn lil a. i\lau iii a llsaa 

"• 5:n"'ew•i = (I 
' 

dcl., 11aar rlcn cl ifl'ert>11licrcs cl 

1ncre ul 1 ni 1 1dc l i~ I llit\e ·-

uaar 1n er el lle ll 'l'al rl lt'r 0. og a ikJ,r er lig ine<I rllrr liggc r 1nrgc1 11a•1· \Cd O ellcr el 

\lulliplun1 ar 2;r. 

ll ctraglc vi 111 1 den 'e1l Uth ihlingcrn<' ('.351 og F3li) t; h ne Sn111, st•s th•l, al den k<t11 

l'ora11clres Lil 1•11 ku11\'Prge11l H.o.rkl1c 111.,d Led , ~ou1 111cd l <lc ladclsc al' ku11i;ta11lt' Faklorcr 

llal'c Fonne11 
lit1 II "" 
-~ .m eG.1 _, ~ 

Jh is 1nat1 :lllsaa ikke kau lu1'e 
G = 'l /' rr' l \ I J 

l'or }J =· 0 ellcr ct hell ' l'a l, og heller ikke (} - 2prr 111eg·c1 11i1·1· lig o, :-;aa 'ii hclc S11111-

111cn (:35) l'orsYindc. 
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Tr\'iR n1an derin1otl er i SLan<l Li l al finclc ell \ 'rertli af v, som g.1or cl el 1nuligt al 

lilfrcclsst.ille ovenstaaeucle Il elingcl:;e (11 I, saa han G:: udelade:; af J;xpo11eu1en, og Sun1n1a
Lionc11 l,au 11u udcn kje11dc lig Fejl l'orandrcs til Integration. Snn1men (35) 'i i altsaa kunnc 

gi\'C!\ For1neu 
' 

z a a-
11

2 "( ) (Fa+ El '
2 

+i •: + .. ·)i 
dz A+B - + ... e , 

{/. 

- (v- 111) 

bvur vi 'ille indskrrenke os lil al anlage v ueliggcndc imellc1n n 1 og 11 2 og saaledes. at 

Laatle v - n 1 og n~ - v kon1111c ti l al hore til den o'•enfor tlefineretle ,\rt ar ubesten1te 

Storrelser. Forand res i rlelte lntegral for z < 0 17orLegneL for z, og SH'LLes dcrcl'ter 
H :: 2 = ax, ' 'ille GrCPnserne for .'I:, f'orudsal at J.:l ikke er 0 eller inegcL litte, li0re lil den 

O\ en for ved Fcel les1nrerkel cu be legnede Art af Storrelser, og lnlegralel 'i i Yed R~khe-
1111\ ikling 5na oYer I il 

w •w 

dx( ,1 \/ 3-. . B AI.vi _L. ) (Fr~+a·)i 1 

2 · Ha: + fl · · · + ff 1 ' • • • e 1 

0 

clx(A v-; _ B _AI.vi -L ) <Fa+ .. i; 
2 , Ha: 11 · · · I 12 ' • • · e · 

0 

l) isse lntc~ral e r YillC' il'olge (39), i<let r(~) = V1L' Lilsan1mcn lJlive 

Vo.7r (Fa+~} 
.t-1 Be , 

idel <le Led, P.orn err al' Ordenen a-~ og at' lavere Ordon ere llorlkaslrdc. 

er ogsaa gji:elclrnue for negali1e \ cerdier al' H, naar de! paasci;. al n1an 

1naa smite 

BesullaleL bli\'er ugyldigt for 

1 

11=1 

lt 
• --1 = - t = e 2. 

H = O. 

•• 

Delle Resultal 
i dellc 'l" ilf;rlrle 

('i't) 

I detle 1'i lf'<elde kunne ,i, for ydcrligere al gcneraliscrc dcl, anlagc, al G - 2prr er en 
1ncg-e1, lillc Sterrelse. Ogsaa i detlc 'l'ilfa>lde l'il Sumn1ationen kunne forantlres Li l lnlc
i;ralion og i Stcdet for ( 1?) vii man erholtle lnlegralel 

• 
( 15) 

Tl eri foranrlrcs ligeledes for z < () Forlcgnl'I for z, og <lerefler sir Iles + lz3 = o. 2 .. v , livor 

!let <lollbelte 17ot'legn besten1n1es saaledes, at ::L I hli\'er posili\'. Ind fores l'u1· I\orlherls 
Skyltl Bctcgnelserne 

3/ J G - 211 ~ - - - \1 _,. - ;:: ~' 
fl. 

( I ()) cw-· 1 
J~1· 3 

('OS (- e .i:a + ,1•) dll: = Q 1 ( 'i i) 
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san1I 
.A = A 11, B=B,I, C=C,J , K = K 1l, L - L 1l, ('18J 

\il 1nn11 111lf'n \ nnskclighed .k11n11e give lnteg1·alel ( 15) Fon11c11 

I 2 Fr~l [ l)~.11 Q I~ ·(B dQ I 1( ll~ Q) C d2Q 
::L iJ e (a t + (a ) l , t de + I t t d e·1 - ' cle~ 

A L + B f( cl> Q t A r.- 2 ,zs Q] 
-( 1 "1 1 il deb - ~ 1.J\ 1 det; • 

idcL Leddcnc af Onlenen a- i og rlerunder bortl,asLes. 

'l' ilfrrl1le af, al n1an bar e = 0, erholdes 'e1l llj;rlp af r39) 

h\"()I' r(!) = 2,67894 . . . , r(~) = 1,3!)112 ... , 

ellCI' vcd 1'<.rllvn11l ige Logari lhn1er 

Log 1'(!) = 0,1279627 ... , Log 1 '(~) o, t31u5G5 .... 

llcr\Cil ganr (19) over til 

( 't g I 

(&0) 

lnlegra lel (> (17) liar 11ndet• en nogrl a11dc11 Fornl \il' l'CI lllllll('l'i:; k bcrrgnrl ar 
Ai 1· y 1), i;on1 fo1· lnlcgrale l 

• 

liar angi\C I fn lg1•1Hle 'J'avl r• 

111 JiV n; 
71! YI 

-5 0,00011 0 O,Gli527 

-1 0.002H8 1,000 '1 1 

-3 0,01730 :l 0,51i4 !)() 
_') - 0,07908 :1 - 0,5H322 
- I 0,2728:3 't n.!i7'1 lll 

!) O,li8 I 82. • 

' ) 011 thf' inlr11sil~ of l.l!!lh 111 lhe 111·ir.:hho11rhon1l 111 ;i l::insl i•-. Tra11s. "' I lic t:n1nl•r S111·. I \'I 
1, a1!1, 1. \ 111 , 11. !i!J:, 

• 
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Ve<l 1 rjrelp heraf kan ogsaa Q beregnes, id el 1nan bar 

(7r) 2 1 (2) 1 

e = 
2 

1m, Q = 
3 

7r 'SW. 

Gaa vi fra. m = 0 Lil <len negative Side, saa er W stadig aftagnndc indtil O, gaa 
vi Lil den positiYe Side er TV f0rst vo~ende, naaer el l\Iaximun1 ved m = 1

1
08

1 
og nrerrr1er 

sig derert.er gjennem rn periodisk llevregelse on1kring "ulpunklet ligeJcdes Lil 0. Del 

forsle og sterste l\'Jaximum af W er 1 ,504 Gange sl0rre end ' ' rerdien af IV for 1n = 0. 

Stokes 1) har udvidel den Airy'ske Beregning Lil de 50 forsle Reuder Ligningen 
di¥ 

~V = 0 og de 10 f0rstc Redder i dm = 0. Saaledes svarer ti! W = 0 

in . 2,4955; 4,3631; 5,8922; 7 ,2436; 8,4 788; ... 

( 
1 )~ den q-de Rod med \'Oxende q konvergerer til 3 q -
4 

. i hYilken Rrekke 

for dW = O 
d?n 

ni = J,0845; 3,466!); 5, 11146; 6,5782; 7,8685; ... 

hvor den q-de Rod konvergerer ti! 3 ( q -! ) j. 

Ligeledes er 

De forskjel lige Di!Terentialkoefflcienter af Q med 1rensyn lil e, som indgaa i U<l

trykket (4 9), ville al le let kunne ndtrykkes vcu Q og ~~, ideL <let ben1rerkes, at 1nan har 

d2 Q e 
de 2 = - 3 Q' 

hvoraf alter de hfljere Di!Terentialkoefficienter kunne al1edes, for E:-.empel 
d 4 Q e 2 2 dQ 
de~ = 9 Q - 3 de ' o. s. v. 

l\1laxilnal- og lVIiniJnalpunkterne l'or ~~ svare allsaa til Q = O, hvoraf ses, at det 

f0rsle i)·Iaximun1 her f0rst indtrreder for rn = 2,4955 . . . . l\fodulus (eller A1npliluden) for 

del i (i9) givne Udtryk f'orandrer sig med voxende e paa Lilsvaren<le l\·Iaacle son1 TntegralcL 
W, hvis n1an alene behaver at tage det l'orsle Led , son1 er al' h0jeste Orden, i Betraglning, 

men hvis ogsaa de f0 lgentle JJed i Ucltrykkel faa Iletydning, vil i\'lodulus komme til al 

indeholde saavel Q so1n ~~, hvoraf f0lger, al l\Iaximalpunklerne ville blive forsku<lle, og 

at i Almindejjghed 1'Iodulus ikke ved de periodiske Forandringer vii J..nnne blive 0. 

Periodiciteten vii saaledes blive 1nere udviskel. 

Ved Sammen)jgning n1ellen1 de lo i (43) og (49) givne l!dLryk for lnlegraleL (12) 

ses del, at del f0rsle er af SL0rrelsesordenen a~, deL andel af Ordencn a~. Jlvorledef\ 

Overgangen sker fra det ene Udtryk ti! det antlcl, kan ses, naar 1nan lrenker sig II af
Lagende Lil en meget lille St0rrelse sa1ntidig med, at n1an beholder G - 2p 7r = 0. J\Ian 

1) Trans. of Lhe Cambr. Phil. Soc. l. 9. p. t 66. 

\lidensk. Selsk, Sltr., G. Rmkke, nnturvidensknbelig og mat.hem. Aid. \!'I. I. 3 

• 
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vii da i ln!egraleL ( 12) knnne srette z = z' + o og- hesle1n1ne o sttaletles, al 

Lil z'2 " i Exponenlen hliYCL' 0. Herve<l ko1111ne vi Lil den i (t\5) antagne 
E~ 

G - 2p7r hli\el' lig -
31

, og altsaa 

3e = H 2 1fy . 

h.oe f"fic ienlcn 

Form, hvor 

Del scs hcraf, al 'ed dennc Overgang fra lntegralel ( 12) Li I Jn legralel (4 5) vi I e 11 ed' cntlig' is 

l'orblive posiLiv. Overgangen fra (lt3) til (49) :;ke1· allsaa g-jenne1n den OYenfor beskre,ne 

perio<liske 13evU'gelse vctl posiliv aftagende m eller e, hvorved <let sidste og s l0rslc 

!1Taxin111n1 naas f'orinden e bli\·er 0, medens hel'fra l\l odulns hurlig aflager Iii 0, sa1ntidig 

1ned al e gjennem 0 gaar over til lavere og lavere negali\e \'rerdier. 

Vi ville endelig ogsaa i del f0lgende Afsnil n10de Sun1mer, som lade 

Lil el Integral af Forn1en 

<1 ( t~ z_4 t:EI ) 

( 
z 2 a ) lla+G-+B -a+I -0 + ... i 

dz A - +Bli"+··· e a a a . 
a a 

0 

sig on1danne 

(51) 

Naar hel'i srelles Gz2 = ax og G ikke er 0 eUer n1egct lillc, vii den ovre Grc:cnsc for :v 
Ii ore Iii lien o~enfor ved w belegnede A.rt af Slorrelser, og iclel Leddcne af lavcre Orden 

end Enheden borlkasles, vii Resultatet al' lnlegrationen blive 

(52) 

Er dcl'imou G 111cget lille, sreltes Hz 4 = a~.x2 , de11 ovre Grmnse for .v betegnes ligeson1 

ror \Cd w, og Lil Afkortning srullcs 

idcl del 0versle Fo1·1egn svarer til G posiliv, tleL ncdcrslc Li l G ncgati'. 

herved over Ii i 
w 

2~ d.x((a B)~A +Bx+A~i,va)e(Fa±.Exi-x2);. 
0 

Fol' e = 0 crlioldes hcraf ved lnlegration 

A 1./ 1irr (Fa+:');+ 1 Ell - Al) (Fa+;)1 
It V B e Ii ff~ ( LLJ e ' 

n1edcns dcl aln1indelige Integral (54) lacier ~ig ndlrykke vcd 

eFa,( ~ ,. . dQ AltlaQ) 
2H (aB) A Q =j= t B de =j= 1-i dea ' 

idrl Q = ~~t.ve<+E.r+ .r!) ;. 
• Q 

• 

( 53) 

In Legralel gaar 

(51 J 

(55) 

(56) 

(57) 



• 

1 !) 

Al' delle siclsle lnlegral cl'holdes lil e og delvis lnlegralion 

(58) 

hvoraf endvidcre findes 
daQ ( i e2) ( 3e elli) 
de 3 =+ 2+s + -4+3 Q ( 5\)) 

, .ed lndsreLLelsen af disse ' rerdier i (56), vii dette Udlryk for deL sagle Integral 

vterc bcslernl ved bekjendle Sl0rrelser og ved lnlegralet Q. 
Delte sidste rntegral bar under forskjelligc Forrner ofle vreret behandlet , navnlig 

Yr.d Beregningen af Bojningsfrenomener, saaledes afFresnel, Cauchy, l\oochenhauer, <~net , o. a. 
En slorre 'l'avle har v::eret beregnet af Ph. Gilberl 1) for de Lo Fun1lioner 1V og 111 , be-

slemle ved V 2 \~.ve<~x+x')l = N + illi , e = J12rr µ , 
7r Jo 

og 01nfaltende alle Vrerdier fra µ 2 = 0,00 til µ 2 = 30,00. 

Naar allsaa i lntegralet Q overste Forlegn heses, han detlc Integral hcregnes 

umiddelbart vecl cleone 'f axle. Lreses nederste Porlcgn, og srelles 

'ii mao Ila ve 

1V + Nl + (kl+ 1l11)i = V! ~:t<~r+.r2)i = v·2 (cos iT~e2 + i s in 7r~..:..:.) ' 
b\or,cd 1'1L og ~1 1 er!1oldes bcs ternte ' etl 

- 1(- e-'l 
~I, = V 2 sin 

4 
~ - ill. 

Hegge 'lorrelserne 1V og 31 aflagc hurlig og \edvarende med voxcude e, hvorar folgcr, at 

1\' 1 og ~~I 1 ere perioclishe Fuuhlioner. Da n1an ifolge (58), naar neclersle Porlegn l<cses, har 

df\71 1 e' di11 1 e N 
de = J/2~ + 2 ill 1 ' de = - 2 1 ' 

liliver 
1'' dN, + M dJl, = NI 

• de i de V2rr 

l:leraf ses, at ~laximu111 o~ :\linin1un1 ror N 1
2 +1.11

2 svarer lil N 1 = 0, som aller for 
• r.-e-

slore \ ' re relier ar e Li l nmrn1el~csvis vii svare Lil t:os = 0 , allsaa Lil e2 = ( i ]J - 11 rr 
-1 

eller ,u. = \ / 
4
P;-l , iclct p er el hell 'f al. 

') Hecherches anal. su r la 11iffral'lio 11 de Ja lumicre. 1\fen1. cour. clc J'Acall. de J.lru~elles, 1. XXXI. 
p. l, 1862 - 63. 

3• 
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l l'r1 lgc GilJ1erl er 

N 1
2 + JJ 1

2 = 2,7107 ved µ J ,2 l 72 ' 

l ,5562 ved µ l ,8i25 ' 

213985 vecl /J. 2 341 5 ' , 

J ,0861 \'Cd µ = 2,7390 , 

'l'il /J. ~ 0 svarer N 1
2 + Jft = ~ , Li l /,t. = oo 

(V; = l ,2217) , 1 slc l\Jax. 

(\/ ; = J ,$708) 
' 

l sLe 1\lin. 

( v~1 
= 2,3452) ) 2del ~I ax. 

(V~s = 2,13ss) l 2deL ~J in. 

1v1
2 + JJ1/ = 2. 

1'age vi kun Jlcnsyn li l Ledclel uf den h0j estc Orden (a~ ) i (5 6), 'ii del 1tr det 

O\ enl'or Ltdviklede J'rerngau, at delte U<llryks l\lodulns voxer fra O ved G = + oo ind li l 

~ \ ;
1 c; vecl G 

9 
0 , voxer ydcrligere n1etl aflage11de G indtil 2,3412. 4 v~ ved 

G = - 1,2 172 v - nH ) og naar s luttelig gje11 11e1n artageade periodi Ake SYingninger Li l 
a 

det <lobbc1te af den Lil G - 0 svarende Vrerdi. 

4. a meget sto1·. Bevregelsen i Il0Ye1laxeu. 

Ligcson1 i dr l forcguacnuc ,\fsniL }Jctragt.es her a son1 ct n1 cgel slorl 'l'al , og 

Lysbevtegeli::ien skal soges bes lemL saaledes, at kun SL01Telser , so1n ere af lave re (}rden 
end E11heden borlkastes. 

Vi Yi Ile forsL sogc al beslen1n1c Jlevmgelsen i oo r he cl e n a f II u g I en s Ce n Lr u n1 , 

icl el a', som er <lel bclragLede P11nkts Al'sland f'ra Centrel, 1naalt 1n ed {; son1 Lt'Pngdeenh€ld, 

betrag1.es so1n et i Forhold I.i i a og a' 111 e g c I l i 11 e 1'al. Under denn e Belingelsc vii 

v,, (a'), 1J e~ te1nt ved flrekkrn (22) hlivr 1negeL lill e, naar n nrermcr sig i St0rrel:>e til a, 
hvorfor Lcddene i Bmkkernc (3 1) for K' og S' kun faa Iletydning for de lavere , -tcrclicr af n. 

I de \ Ccl (3 1) gi\ne UdLryk for k,.' og s,,' vii 111an clcrfor ogsaa i ll cnhold Lil (23) og (25) 

k11nn c f're lle 

v,. (a) 
. nn 

I ) = S ill (a - 2 , 

Saalr dcs erh oldes 

v,.(a') = si 11 ( a' -
1
; ) , io11 (a) 

ri; N 
e I • y· r ) 

COS a + i 1 Sill fJ. 

, -i,· 1V 
- .so - e" - 1Vcosa'+is i11 a' · 

( nrr) 
= l: Ol'\ a - 2 

l 
f 

(60) 



H.a'ld,crnc (3 1) gaa her\ Cd O\Cr I ii 

1,,, • t'O'A i/J d ~ 2n + I (u 
L~ =- t - ""' e 

2 a' drp 1 ri (n + 1) 
"::) 2 ' I ( P,,(rosrp) + P,,(-cosrp))k0 ' +( P,.(cosrp)- P,,(-cosrp))s u' Iv,, (a'), 

S' =- siu~~i;2n+ l e(u 
2a' drp 1 n(n+ JI 

1111'\ 
2 J' [ ( P,,(cosrpJ+P,.(-cossiil)s0 ' +( P,,(rosSo)-P,,(-cosrp))k0 'I t•,. (a'). 

J) isse H<eJ..kcr kunne s111nn1crei- 'cd llj1.elp af Ligningernr (26) og (27). h'or,·ed llndcs 

K' = - i ~o~ i/J e'" I (- sin a' ros <p + sin (a' cos siil) k0 ' + i \ - ros a'+ ros (a' ros seil) s0'I , a sin <p 
. /. 

S' - - ;•~'I' ell• [ (-sin a' l'OS <p + sin (a' cOf'<p))s"' + i (- !'Osa' + ros (a' cos <pl) k0'1 . 
a Siil <p 

l11cl sil' llcs nu disse Va'rdier i Liguingcrne (18) og swl.les ti l Afkorln ing 
' 

erholdcs 
e4'1' ( - i sin (a' cos So) k0' +-cos (a' cos <p) .Y 0 ' ) = Q , 

~ = sin <p ros Y' Q , .,/ = cos 'f cos <p Q , C' = - :;in ¢ Q. 
lleraf lindes aller J(omposanterne 1ned llensyn Lil de faste \ \ Cr 

~'=0, 7J'=Q, ('=0. 

lnds;rlles den O\enfor gi,ne \ n'rdi al' Q, erholdes \'Cd en lillc On1forming 

A· '+ I k ' ' Yl' = e(At «'coslo'Ji . 0 8 0 _ e(lt+a'coslo')t 0 -So 
~ 2 2 (Ii I ) 

Den l'ysisJ..e Belyduing af tlclln Bc11u llal 1'ren1gaar bedsl , naar de i (60) gi' uc \ 'u•rdier a l' 

k0 ' og s0 ' uth ikles i R<eJ..kc, <'flcr· al cos a' og sin a' ere udlr~ klc i exponcnlirl Furrn, 
11cn1lil{ 

k ' = 21\ ' ~·(1V- J )"~(a -(2m+oa'1r 
0 N+l~ N+ t , 

8 '= '21V ~,(l-1V)me<a-12m+1ia')1 
0 1\ 1 + I O' I + 1\ 1 

I 

h' or 1n gjenne1nl.0ber Talrret..J..e11 l'ra 0 til ::c. Saaledc:; erholdes 

(62) 

Paa <lcnne ~Taade er LysbevO"gc lsen i cerheden af Cenlrel rr·cm:stilleL so1n en S11n1 af 
s, i11g11ioger , der ere parallclc med de indfaldende Sl.raalers Svingninger og Lilhore lo S<rl 

af Straaler, del ene gaaende i de indfaldende traalers lletning , till.Jagekastel el lige Antal 
t;ange cller slet ikke fra de indre l\uglenader , det andel gaaende i modsal Retning rflt•r 

et 111ig1' \ nlal Tilbaget..astnin:rer. \ cd Slraalernes Indlrredelse i Jiuglen er l dslagcl for
a11drel efler Forholdel I + 1V Lil 2 .\1 og ved hYer 1'ilbagekastning efler Forholtlet I + 1V 

ti I I -1V, n1edens Fa sen S\ arer tit den Li lbagelagle optif'ke Vejltengde, alt O\ crcn~1'ten1111c nclr 

rncd de llesultater, n1an J..on1n1cr ti! 'rd den elemenlO'rC llclragln iugsiuaade , naar de to 
l1 rydendc Flader belragles so11t plane og vinkelrelte paa de inclfaluentle Slraalcr . 

• 

• 
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Naar dcL lJelragLede Punkt ikk e li gg e1· n1 cge l na•r ' e tl C e nLrt·t , 1naa 111an 

Lage ll ensyn Lil cle Led i R.rekkerne, son1 svare Lil 1nege l store ' 're rdier al' 11. J)et vii dcrfor 
f0rs t 1 <Pre nedveniligt at s.ege herlil passcnde Udviklinger for llunkLionerne v,. og u·,. . 

) 'Ian b;.ir identisk 

V ' ,. t v" v,. = v,. + iv11 sin arc g - , V 1 , • t v" v,. -t- 1t•,. cos arc g - , 
iv,, 

cllcr, naar rnan s<J:i llcr 

2 + 2 1'n W1~ = q,,, , 
v,. 

arc tg - = ).,. , 
Ill,, 

v,. = Vq,, sin i.,., 10,, = Vg,. cos ). ,, . 
'led Benytlelsc af Ligningen 

I f l ti•,. v.. - w,,, t·,. = 

erholdes cndvidere, naar den Variable bclegnes ved a , 

d).,. 1 
cla = q,.' 

nrr 
hvoraf alter ved Integration , idet Lil a = co svarcr ).,, = a - 2 , 

~
00 

1 ) ).,. = a - ~ - cla ( - - l . 
2 " q,, 

r\f de (23) og (25\ gi,ne llrekker for v,. og w,. fiudes 

• 

_ l n (n+J J .!_ (11- l)n (rz + J)(n +21 . I. 3 + 
q,. - + ~ ') + 4 ') lo ••• a _ a _ . 1 

1.l',, 

(H3) 

(61) 

(li5l 

(1)6) 

Er 1111 a cl n1egeL slorl 'f al af Sterrelsesordenen a og kunn e alle Storrelser son1 ere. al' 

Orcleneu a- 1 cller af laverc Orden lades ucle ar llctra15lning ved Sidcn af sa111111e Orde11 
110111 Enllcden , saa vii man for all e \Tterdier af n iutlli l c11 \is GncnRe, . om liggrr la, ere 

eud a, og J1vor endDu Oifl'ercnsen a - (n + ~ ) kan he11reg11 es li l St0rrclsesonle11cn a, 

v 1~d Su1111naLion al' Ra>kken (li6) erh olde 

a 

qn = Va2-(n + ~ )'', 
1 a> n+ 2 • {6 i) 

lnd s;.ctles delLe (ldlryk f'or q,, i (65), hvor tlel 1naa l'orbli\ e gjwl<.le n<.Jc for ;ti lt' lnlcgralels 

ElemcnLrr, erholdes vecl lnLegrnlio11 
. 

I 

I 1 ) ' n:rr 1 ) n + • 
).,. = a2 - (n + 2 - 2 + (n + 2 are :;in a - (68) 

'l'il F11nkLio11shetcg11elser11 c 911 og ..l,. 'ii i tlel f<~ lgentlc !Jlive lilfajet tlc11 \ ariulJl e, 1\ 0111 her 
for l{orlhrclR Skylcl liar vrereL udelacll . 

• 

Saahr ngc Lig-ning (G7) er gj<r ldende , ville Uill'ercntialkocflicicnt erne af' q,. [al og 
q,.(1./) 11H•d ll e11 r-yn Lil r~ og a' knnn c horlkastcs \ ed Side11 af Slorrel:;e r at' (}rden('ll a 0, 

• 

• 

• 
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~nn1 q,.fal, q,,(a'l. Gaa 'i 1111 tilhaµ:e lil l\OCfficienlligningernc (3:3) og (341 og indforC!\ f11r 

horthedi; SJ..yltl f0lgcndc Betegnc l:;cr 

Nq,, (a') - f]n (a) __ b 
1'1gn (a') + q,. (a) -

/1 1 

q,, (a') - 1\ 1q,, {a) 
qn (a') + i\ 'q,. (al = Cn ' 

21\1q,, (al q,, (a') ( Nq,, (a'I - q,, {a))"' 
( fl'qn (a') + q,, (a) ) 111+2 - b,,. 111 

' 

2 l\'qn (a) q,. (a') (q,, (a') - Nq,, (al)"' _ 
(q,. (a') + ]'{q,, (a) )mi-2 - - c,., m , 

2.<\'I q,,(alqnla'I (l\Tq,.(a')-q,,(al )"' _ g 
(l\'q,, (a')+ q,, (al )"'1-• - I "·"'' 

2l\'I 'q,,fa) q,,(a'l ( tj,,(a'J - }.'q,,lal )"' _ 
(q,.(a') + l\rq,, (a) )m+t - r "·"' ' 

saa , ii n1an kunne ndlryJ..J..c Korffirienlerne red Broker, son1 Incle sig Ulh iJ..le i fnlgcndc 

J..onvergcnle Jlrekker: 

2 k - _ 1 _ b e2 .!,, (a) i +"'~~"' 2 b e2(J.11 {a)-(111+ 1\ J.,, (a')) i 
,. - 11 • ..&:J 11, m , 

1U=-0 

'>s - - 1- c e2J.11 (a)i _l-
111

\•

00

'>c e2(J.11 (a)-(1n+t)J.,. (a'J) i 
- n - 11 ..., - n, n1 , 

((jf)) 
m=O 

8 1 _ m >~"'r e(J.h(a)-(2111..LI J. 11 (a'l)i 
n - .:;.J n,m • 

m=O 

ldcl 'i dernresl gaa O\Cr Iii Sun1n1ationen af JlcrJ..J..ernc F~ l ), \ille \i i dclle Afi;nil 

i111lsJ..raonJ..e os Lil del 'filf'rl'luc, al det helragtede PnnJ..l liggcr i :i:-Axen (lJ o,etla\Cll). 

Del 'ii hcn1rerkes, al man hnr 
d .P,i(coR <p) d2 P,. (('OS rp) n (n -1- l ) 

for cos 1n = I , - - - - - ---
r sin 'f (l<p - d<p 2 - 2 ' 

for cos 'f = _ 1 , cl P,.(ros<pl = _d2 P,. (cos Sol _ ( - i)"n(n+ 11 
sin 'f' d 'f' drp'! 2 

i\aar nu de gi\11~ Rrekker for K og S indsreltes i (l i), for K' og S' i (18), og n1an 

tlern:l'st beslemn1er l\01nposanlcrne 1ned llensyu lil tle fasle ,\ \er \Cd Hjcrlp af Ligniogcrnc 

~ - ... ros 'f~ - sin 'f 7J, 

7J = sin<pcos¢'~+cossccos¢'7J-sin¢'(, 

( ~ sin <p sin¢·~+ cos <p sin ef1r; + cos¢'(, 

og- de lil sva rende Ligninger for ct intlre Pnnkl, saa vii 111an linde, al Svingningernc overall. 

i Tlovedaxen gaa i Relning al' y-A:-.c11 , hvad da ogs:ia er en umiddelbar F0lge af, :it hclc 
Lysbc,;rgclsen er symn1elrisJ.. 111cd Jlrusyn Lil xy- Planen, san1l at Svingningsutl11lagt•nc 

11<.lcn f'or og inden for Kuglen 'ille \a>re beslen1le 'ed 

I ( -) l ')O 71 + - - ,, '• 
7J = e<" + aJi + S - - 2 e lt + ·~ 'b::ikn (vn'(a) + u•.'(a) i) -~ Sn(VH(al + tc.,(a) i )) , 

I a j 1rn1 co I I ( - ni:') , n12 ll + -• 
7J = S , e 2 (± ik,,' v.,'(a'I + sn' v,.(a1

)) , 

I a 
• 

uve1·stc Fnrtegn gjreldenue for .v-A \ens positive, netlersle l'ur tlc11s ncgal ii e Side. 
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J) e hcri indgaacnde Fnnktioner al' n Jade sig ndvikle cftcr Polense r af u + ~ i 

Rrekker1 som forlJlive konvergenle indlil en vis Grrense n = n 1 > indli l hvilken Gr<l!nsc vi 

da r0rfi l ville ucll'ore de angivne Sum1naLloner. Saale(les vii det i (68) gi\ ne l dtryh for 
A,,(a) kunne ud vikles i f0Jgende Rrekke 

nrr (n + ~ )
2 

I (n+ ~ )' I (n + ~ ) ~ 
An(a) = a - -2 + · 2 + 

3 
a · 91. + 

5 
o a .a ~ .1 a 

l . 3 
2 A G + ... . I . 

For q,, haves Rrekkeudviklingen (66) og af Ligningerne (63) erho ldes 

) + . . V -..! (a) i 
v,. (a iv,, (a) i = i q1.(u) e " , 

samt merl P.ortkaslelse af q,,' (a) ifelge (641 

1 ) , • 1 -J.n(a) i v11 (a +iv11 (a)i = e . 
V y .. (a) 

Vi ville nu srerlig ucltage de enkelle Led , hvoraf Ligningerne (G9) for J{oeffi cien

lerne besl.-ta, og begynde med at srette 

2 k,. = - I , 2 Sn = - 1 . 

Med dissc Forudsrelninger vii den f0rste Ligning (70) give 

(kt :j:' <i) i ! 1
{ , n + ~ ( ± l + V ) (~1 + ''; - A11(a)) , 

1) = e - i,.;.. 
2 

- f]n (a) e . 
1 a Vqn(a) 

aar lteri in dsreltes den i (71) givne Rrekke for A,, (a), vii dct ses, al Ex11onenlen ho1nn1e1· 

Lil al indeholde J,edtlel n'>n (-j- 1 + 1 ). Naur nederste Forlegn !roses, vii clelte Led bli\ r nrr, -
og i Benhold til det i foregaaencle Afsnit udviklecle vii Sum1nen blive 0. Allsaa er· fol' 
.v-A xens negati ve Side 

Naur 1Jerin1ocl 0verstc Forlegn 

Iii et Integral al' Formen (51), 
lreses, 

'1) = e<4·t+a)i • 

kan Sumn1en, I idel tler str ltes n + 2 = z, 

og ved Sa1nn1e11 l ign in gen erholdes 

a 
A = - , Fa = kt - a , a 

n1cdcns il'olgc (52) lnl egralel bli ver Jig med 

( Al- 11 + ~)· - e 2 • 

Alt saa er· fur .v-A:-.cns posili ve Sitlc 

a 
G =-2Q, 

1) = ef.U- a)i + i e(u- a + % ); = 0 , 

foranclrcs 

Den her frc1nslill cde Del af Ilev::cgclsen er l\italc<les inl el andct cntl tlen ind l'ald cndc C:r11-

Lral ~ l r~ale indlil dcl P1111ht, hvor den t1·wfTer K11~lr11 . 
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Udlnges dernrest det andet Led af tie to forste Ligninger (69) og srollcs 

? k 
_ b 2 J.11 (czji 2 _ . 2 ).11 (a) i - " - - ,.e , Sn - - c,,e , 

, ii S111nn1en i Udtrykkcl (70) for 'I) ko1111ne lil at indeholde E-xponcnlen 

ntr _ (n + ~) 2 

( 1 , 2) ) . kt - a+ 2 a + 9 l-t- I - 1) + 9 - - -r - + ... i. _ _ a a 

l[er 1naa, naar everste Fortegn lreses, 8Luno1en lili\'e 0. 1'Ie<l nedersle Fortegn vii deri1nocl 
Suminen ligesoin f0r hnnne urnclannes til el Integral ar Formen (51), og ved S<tm 1nenl ig

ningen erholdes 

A = N-1 a i 
N+I a ' 

Fa = kt-a+ 2a, 

lf11lge (52) Yil alt;;;aa fnlegralcl. hlive lig med 

G = a (- .!._ + 2) . 
2 a a 

_ N-~. t e<kt- a+2a); . 

N+ I a(-~+!) 
(72) 

Deune Del af Bevregelsen svarer tit den f'ra den forreste Del af Kuglefla<len Li lbagekaslede 
Cenlralstraale, og Resu ltatet er det sao1me so 111 det, 111a11 ad clemenl::rr Vcj Yil k11nne 

udlede, idet Fasen beslen1n1es vcd den ti lbagelagle optiske \"ej lrengtle, og r\01plil11den eller 

'l''lb k t . JV - j . I .K I 11 d l . Al' 1 I 'f I l 1 ag;, ' as n1ngen er - N + 
1 

1 se ve ng e a en, a tsaa 1 stan1 en 2 a 11~ stanc e11 e n1aa le 

n1ed ~ so1n Lrong<leenhed) fra Centralstraalernes ind.bi Idle "Hraindptu1kt, og dcrcfter 1naa 
-tr 

al'lage i san1n1e Forhold , so1n del helraglede Punk t ljcruer sig fra detle Brr.end pun k.l. 

lJdLages endelig det Led af Ligningerne (69), son1 svurer til 

k _ b 2 (-l,, (a)- (nt+ 1)..1,,(a'))i 2(-l,.(a)-(m+lll.n(a'l) i 
u - n. m e , s,, = Cn. 111 e , 

vii lJrlslagel vrere beste1nl ' 'ed 

"•, . n + T (1~1 + :''- J.n (al +2J.n(al- (211.+?l..l,.(a'l) i 
~iV (+ b,,,,,.+c,,,mq,,(a))e - . 
1 a q11(a) 

lJdvihlel eJ'ler l'olenser ar n + ~ 'il tlennc ~xponent hlive 

( 
( l)' 

lct -a+2a'-(2m +2la' + 
11;r=f l +2ni + 11+ n~ 2 (-! + !-21n,; 2

) + ... )i. 
S111nn1en 'ii fo1·svinde, med mindre 1nan har 

-r 1+ 2ni+1 = ltp, 

dcl vii s igc, med mind re m er eL lige 'fal , naar Punldel Jigger lJaa .v-A -.;ens posit i\ c Side 

(oversle fortegn), eller 111 er ulige, naar Punklel Jigger pan den negaliYe Side. Oellc l'or-
11dsal, ka11 Su1nn1en forund res Iii el Integral al' Fon11en (5 1) og 'cd Sa1n1111•nlil{ni11gc11 

erhollles 

Vl<le•l~k. Se.lsk. Skr., 6. lliekkc, naturvillen &knb&lig og mttthem. Aid. V I. I. 
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A B = o, 

F(J kt a+ 2 a - (2 ni + 2) rl 1 
G = tJ. (- .!._ + 2 _ 2ni+2) , 

2 u a a' 

n 1 = a.5(--J . 2 _ 21n+2). 
80 a~+ tJ. 5 a't> 

lfolA'C' (!l2J, son1 fnrudsa>ller. at G ikkr <'I' nlrqet lille. 'ii Hrs111latet af l nle~rationen 

1 ~v 1 I -1\T)m 

( I t- N)m+2 

I (kl - a+2a-(2m+:.!)a')i -(--1--2 21n+2) c · 
a - - + - - I a a a 

(i 31 

()g~aa dC'llC H.esullal vil l111n1e udledC's ad cleinenlter Yej. ''"11 l<i>11ke sig el 

cyli11dri:-.k B11111ll C(•11tralslraalcr 1ned Oia1nelcre11 I Lra•tle ind i I\ 11e;lc11. Enrr 1n indre 
. (21n + 2) a-a' 

1'ithagekastningcr 'ii dcllc Bundt trtrde ud al' J\11gle n nlefl D1a1neterc11 , - O!! 
(J. 

tlernrest forcne sig- Iii et \irkeLigt ellcr indhildt Bra~ndpunkt. Er detl('S \fs tand fra Centret 
a -a ('>1n -1- ->i a-a' 

a 1 • saa vii i Afslandcn a Straalebundtets IHan1elcr bli\·e 1 
• - · -, :\11 er 

I '> ?u1 + 'J a 1 -a fl. 
Br:.enchidden a 1 bestcn1l \Cd--+=-- - , -= O, og S'ingning::1a1nplitutlcn, so1n 

a 1 a a ( 1 _ ~r) m 11V 
efler de rn 'l'ilha;;cka:; L11inger og to Rryduingrr er foranclrel Lil 

1 
+~' ( 

1 
+JV)~, \ii blhe 

forngeL i san11111~ Forhold, so1n Stranleb1111 dlrL~ llia111cler er blcvet niindrc. Naar iles111len 

Fasen hesle1nn1cs efle r den lilbagelagLe opli:-kr Yej la•ngde, ses det, al Bri>ullalel 'ii hli\C 

11njaglig dct san1111c, son1 O\'enfor er fundet. 

Ueri1nnd kan 1nan ikke paa denne \laadt• hesLe1111ne Be,tei.:elscn i sehe Br<rnd

punkLerne. l>issc rre liesLen1le \Cd Lignin~e11 G = 0, og hertil l.11~ lier si!{ den Lil 

O < .!_ <:-1 
s\ar1•111le llelingel:::e 21'r > 2n1 + 2 - ).', h\oraf ·e:-, nt tier Lil,..\'<.... I ~\arcr 

(( {J. 

inlet \irkcligl Bra•r11lp11ukl , Lil 1 < l:{ < 2 k1111 cl Bra•ntlpuukl, o. s. '· 'l'il G = O s\arer 

l1 dlr~ kkel (55), :;0111 llH'tl rte ovenl'or angi\lll' \ :Prdicr al' A, B, fl ug l gi\l'I' l dslagrl i 

dcl bclragtcd<' BnP 11rlp1111kl bestcn1l ved 

. (i 1) 

Uri frrn1!!aar af l dlr)kkrl for G. al naar \i lang:; ll ll\Ctla\cu l'ra 1>1 ~rlr1• P1111kl n:rrn1c o,; 

l\ uglen ug pa:1st>r<' t'I Bra·ndpunkl, 5aa \ii G Ira I'll pu:;iliv \ a>rtli itjl'll11r111 O gaa o\rr Iii 

en 11cgali1' \ a•rrli. ll rraf scs, i Jlenholrl Iii dcl i Slulningcn al' l'orrige \l':-inil anl'nrle. al 

An1plil111lr11 uurlt•r dr1111e Be\tegelse l111rtig \'O\<'I' l'ra ru 1negcl lillt' Storrl'lsr i 'Na•rltctlcn 

al' Br:r11dp1111kl1'1 ti l dt'11 11\1•111'11r fur B1·u•11dp11 11l-. lrl hPs lrn1l1• \ a•1·rli :ti Slon·,.lst'so1·de11cn a~, 

• 
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~uxer cudnu yderligerc for dcrcftcr gjennem Svi11g11ingcr at naa til dcl dohbelle af 

An1plilnden i Brrendpunklel. Dercfter trreffes Axen af' and re Slraaler , som ligge uden for 

Centralslraalerne , O!! il~is Virhning 'i i blive besten1l i det l'algende. En n<Prn1ere Beslem

n1else af Lysbevregelsen i Nrerheclen af el Bncndp11nkl fren1gaar af (561 og den derefler 

givne O\ersigt over ' ' rerdien af lntegralel Q (57). 

Son1 Exen1pe l vi i jc~ an Lage 1n = 0, Kuglen:; Radius lig I cm, Brydningsforholdet 

1,5 og Balgel<Engden af del jndfaldencle Lys lig 0,0005mm. i\ lan vi i da have 

Cl. = 40000rr, a'= l,5a, a = 1,5CI. , N = 1,5. 

Disse 'ralvrerdier inusalte i (7 4) gi\·e som Resnllat 

- 467,23e(Fa--i-); + l,50eFai 

Ueraf ses, al del andet Led kun faar en ringe Betydn ing, og at lnlensitelen, son1 

regne::; proportional 1ned .An1pliLudens l(vatlrat, er 1ue~cl belydelig i clette ll ril'ndpunht, 

nen1lig 2173 11 (htnge slarre end lnlensileten aJ deL indl'aldcnde Lys. For en Kugle 1ned 

sam1ne Brydn ingsforhold og en dobhelL saa stor llad ius vi lde lntensile ten n1egeL 11a>T Lli\'e 

det c.lobbelte. 
). 

I en lille Afsland iJ (1naalL n1ed 
2
- son-1 Lrengdeenhecl) inden ror Bn~endpun k LeL vil 

71" ao 
man have G = - 2a2 , og har paa tlelte P un kl lnleusilelen naael sit fnrs le ~lax irnnn1 , 

vi l n1an af den i Sl ulningen at' forrige Afsnit angivne \ 'rerdi ar G dctle P unkl Oncle 

d = 1047, svarende ti! o,os33mm. I uette P unhl vi i lnlensilelen Ytere sleget Lil J 1!)1200, 

ideL den her er 5, 18 1:. Gange st0rre end i Brrenclpunktel. 

Bereg11ingen ar den Del af Lysbevregelsen i .\xen indcn for l\uglen I son1 hidrercr 

fra Centralstraalerne, kan udf0res paa ganske lignendc .\Jaade , idet \'i gaa ud fra den 
anclen Ligning (70). Den Sun1, son1 b liver al beregne, naar deL al rninde lige Led al' de i 

(69) for kn' og s,,,' gh, ne Sun1mer udlages, vii vrere 
1 

n1 n+ 2 .• / • / (kt+~+'1,.(a)-(2m+ t ll.n(a'J)i 
L: -!+ t t:OS An( a) /3n, m + sin An( a) T•• . .,,) e . 
1 a' V q,,(a') 

Naar man nu heri giver cos J.n(a1
) og ::;iu An(a1

) exponenliel l~orm og dernoosL u<h ikler alle 
?Ii! . 

Funhlionerne J.11 efter f'orrnlen (71), ville i ExponenLerne Koefl1cienLcrne Lil 9 t bl i\'e 
--t- 1 + 2 1n + 1 og -t- I + 2 111 - 1 . 

[(un naar tlisse Kocl'lh; ienle1· ere 0 eller et 3Iultiplun1 ar 4, vii Sn1n1nen ikke forsvinde , og 

dette vii kun 'rere 'fi lfrel<let, naar <le kunne heurares til Formen 

=r= ( l -- (- 1 \"') + 211i . 

I delle 1'i lfre lde 'i i Sun1we11 k1t1111e gives Form al" lnlcgraleL (5 1), og \Cd San1n1enligning 

n1ed delle erholdes 

• 
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. u. 2 N (N-1 )"' 
,, I =±I a' (N+ 1)m+1 ' B - o, 

1''11. = kt =f= (- I l"'a' + a - (21n + I) a', G a ( (- I)"' ...j._ ..!_ _ 21n + 1) 
= 2 =f= a' 'a a' ' 

a 3 (_(-1)"' I 2ni+ l ) 
?4 T a'8 +a- 'IS l - a a 

11 = 1= a" ( (-1)"' 1 21n+ I) 
SO =f= a'5 + (;5° - a'~ · 

E1· G ikkc 1ncget lille , . j[ il'0lge (52) Rcsu llalel ;.tr lntegraliouen hlive • 
= 2N(N-l)m 1 (kt+(- l)ma'+rt-(2n1+l )a')i -,- ---,,,~--,..--,....,.. . - e 

(N+ 1)m+ 1 '(-(-1)111 t 211i+ 1)· . 
a -f- ' + -- ' a r1. a 

(7 5) 

I lvi=- 111an derimocl hnr G = o, erliuldes if Alge (55) 

(-11'" t 21n+1 
_ N( ... V-1)"' ;- 6n - (Fa-~·)· 18 =j= a'5 +a" - 1/ 6 .Fa, 

(N+ l )";+l I I ,2 (_(-1)"' 1 21n+l)e --5 '( (-1)111 1 21n+ 1) 2<' 
a + '3 +-a- '3 a =j=-a;s+aa - a'a a a a 

Ua n1an skal llav1• a'< a', vil man se, aL Lignlngen G = O ikke er mulig f'or N - I < 
2ni + I < N + I , 1ncdeos clerin1od for alle andre Va>rdier af 111 Lign iogen vii ku11ne lil

fredsstilles enlen ved del ene ell er ved det andet af de 10 i G indga:1cnde Forlegn. 

aar 111an i (75) LeLragler a' so1n nendel ig lillr og- dernrest for 1n scclle r 2rn og 

2ni + I , vii Res11I LalcL slulle sig umiddelharl li l uel i (62) fuuchtC', llvor l tlslage1 i rrr

heden af Cenlrel er beslemt ad anden Vej. 

''j fOl'lSa'lle llU 8UrtlmaliOllell <lf llH'k keroe (70) !"ra ?I = 7i 1 til n = '112 , idCl II~ 

er de11 l1njesle Gnense for n, son1 er 1nulig, naar Funkliout'nte q,, og An sku lle k1111nc 

11dlrykkes ved Forn1l erne (67) og (08). ll rekkernc an Lage a ltsaa deu i (351 gh DC Forni , og 

idcL vi ogsaa her scnlle n = 11 + z, hrur 11 og :; lJclragles sonJ hcle 'l'al , 'illc 1 i in<1r0rr 
l'fllgende 13ctegneLRer 

I l · IJ I • fj' . • 0 I · U' 
II T ~ = a Siil = a SID = a >illl IT = a . Ill Ir ' (77) 

h\OI' tlc lirr. ' ' inkier fl, 8', 8 og- 8' ere beliggt>u<le i1nell e111 O og 

ikke al fa ldc 1n egeL 11te r ved dissc to Grrenscr. 
" ;:; O.!{ <U tlages forelohi!-( -

1\ I' (67) l'elger 

I = cos flq
11 

(a) = ros (}' q
11 

(a') = co:; 19q
11 

(a) = cos()' IJ.v (a') , (i 8) 

hvorcl'Lcr l\Ol'l'licie11tf'rue 6
11

, 

b = J:{ cos 0 - cos ti' 

b.. o. s. v. uli\e heslc1nL1' vcd 
'• m 

v N l'O:;\ 0 + cos fl ) 
l'OS (j -- N cos 8' 

c = 
v 1·os (I + }{ 1·0.,:. (J' ' 

') \II/ tJ IJ
' (N t·os 8 - cos{/')"' 

.., - - ~ eos cos -
J7

V,"' -- (N COS fl+ C"OS {)')"'+.! 1 

c = Joi I ,,, 

, (1.\Trus 8 · ros H'l"' 
21\T ros 8 ros {} , 1 8 ..L tJ')'''+", 

(;l COS I COS -

, (co~ 0 -1\ 1 cos fJ')"' 
2 N cos(} cos 8 tJ + N "')"' ..... I 

(co~ co~ u • -

'> r . . , (ros {) - _,_v 1·os tJ'I"' 
rv, m = _l\ j/ t:OS tJ I 0$ (j (('OS 0 +]{CO:-\(}')"'+' . 

. 170) 
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nc Lils\areudc l{oel'fu:icnler b,,, b,.,m o. s. \'. villu kunne udvikles i llcckker efler l'olenser 

af :, saaledes Lil E\c1npel 

b,. = b + ( l db,,+ 1 db" )-
" a cos f} dO a' cos fj' d tJ' _ "" + · · · 

Ligeletles er il'olge (08) 

' 8 V:lr + I {j l,,(a) - a cos - 9 + (v ~) , 
~ 

l,. (a) = 

li~e:-;0111 tils\aren<lt> L dviJ..linger 

\ i 11dlage nu ligeson1 

lJeg~ ndc 111ed Au Lagelsen 

erholdes for /.,,(a') , /.,,(a), l,.(a'J. 

liclli!!cre de eukclle Led af Ilwkkerne 
v • 

2k., = - l , 2 s,, = - I . 

(!iH) for k,, ug s,, og 

De11 i (701 for TJ anghne Stun, Lage! f'ra n = n 1 lil n = n 2 , \il under deuoe L·'o ruds<e lni11g 

iudeholde Polense,poneoLen 

(k - nrr 1 ) ) • ·t -t- T - ""(a i = (kt =j= y - )v (a) + ( =f; - 8 + ~) z + ... ) i . 
Ila Koef11cienten Lil z her ikke kau blive 0 eller n1egel lille, vii altsatt i tlelle 'l'ilf<:P lde 

Summen fors\'inde. 

Anlages dernrest 
? '•) " 

2k - z, -1.,. , l'l ' 
,, - - 11.e , 

., l (a) i 9 ~ - - ,. e- .,, 
- v11, - v11 ) 

\ii Sun1111en indeholde £,poneuten 

(kt -t- 1~1 -- A,.(u) + 2 l,i(a)) £, 

hvori Koefficientcn Lil zi vii blive =t= i- ( IJ-;) + 2 (o-;), h\'ilken lCocffic.:ienl heller 

ikke !,an blive 0 eller n1eget lille, da 20 - 8 n1au \<£re rnindre end rr og Lillige stflrre 

end o, fordi man maa have 8 2:, 8. Ogsaa i deLle 'filfrelde rnaa allsaa S1un1nen bli\'C 0. 

Sretles endelig 

J,• _ b 2 (J.,.(a)- (ta+1JJ.,.(a'))i 2tJ.,.(a}-(111+ t)J.,. (a'))i 
"'" - 1l-. 111 e , s,, = c,,, "' e , 

'ii Summen indeholde Exponenleu 

(kt =f qf- /.,.(u} + 2l,.(a)- (21n + 2) J.,,(a')) i, 

h\uri l~ oefHi;ienlen Lil zi \ll bli\'e 

~ (2 rn + 1 -t- 1) - {} + 2 0 - (2 rn + 2) O' - G . -

• 
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\11lages nu lig-esurn j (11 ) (} = 2p tr, 
Forn1c11 (12), lt vor h.ocJ'Hcienterne ville 11li\C 

vii S11111111 <;n g-aa U\ CI' Iii el l11l egral al' . . 

A . Siu /'} (+ .<i b + ) = i cos U' c 
I/ IJ - v, 11/ v,"' , 

cos U' 

dA 
B = a l , ( v 

Fa = let + (v +· ~) G - Z ( 2ni + J =j= ·1) - a cos 19 + 2 a i;os tJ - (2ni + 2) a' cos f)' , 

a ( I 2 2m + 2) I , 
[-J. = ')- - ti+ 

8 - - , fj' = 9 . f) (- l0 19 + tg 8-(2ni+2) tl{ tJ ), 
~ . ci cos a cos a cos _ srn · 

• 

l = 

I SLe<lcl f'or clet i Fa indgaaende Led (v + ~ ) G vi i n1an ogsaa, da v er ct hell 1'al , kunae 

srotte p rr ) naar Be Lingclsen G = 2 JJ rr er Lil l'redssti llel. 

llesultatel af Tntegrationen vii da vrere givet ''ell F'orm len (13) og, hvis 1nan liar 

El = O, ved \50), eller 1nere aln1indelig, naar G - 2p n: ikkc er 0 , 1nen 1nege1 lillc, 

\ Cd (49). 

·vcd de san1n1e Forrnler kunn e ogsaa l~ csullale rn e 1ned llensy11 til e l, i11dre J>unkl 

Llesten1mes, iclcl 'i da have at gaa utl f'ra de11 anuen Ligniug 170), son1 l'orer Lil folgentle 

V..crdier for Kocfli cientern e 

A . sin i'J' (+ . . IJ'/3 ) = t - _i;os v,,.-!+ lrv,,., 
V t:O:i tJ' ' ' 

t!A 
B - a -

1
, 

( II 

G = ~ (2m - (±) 1 =j= I) + l+ l 8' + 8 - (21n + I ) [)' , -
Fa = kt+ (11 + ~ ) G -: (21n - (-l-) 1 -'f J) +!± la' rus 1Y' + a cos H- (2111 + l l rl l' ns ll' , 

l 
fl = 9 . {) (!+ ) lg 8' + Lg 8 - (21n + ] ) Lg &') , 

- 5111 -

l = ! ((-~- ) I." u 1Y' + l ,..a 8 - (21n + I) L"a &') . Gs111 2{) -- o o e ' 

J( = ! + .1- ((+) L"[) /'J' -t t•"~ 8 - (2nt + I l l " 6 0'). 
1s111 8 8s10 8 (/ - e tl 

0 

J)cl iudklarnrcde f'orlegn (± ) tnges O\ Crall ens c11le n so 111 + c• l lc r som - ng ilcstcn1n1c;; 

11 a.• r111erc ved den l{clingc lse, al. G - 2p7r skal va:re O cller 1ncgeL lil lc. 

'l'mnkc vi os den ::-aalecles bereg11 ede L) she\' trgel11c i 11 0, cda\ t' ll l'ren1hrni;t vcd 

BrydHing Of:' iudre 'l'ilbageka sl11i11g al' Lysslraalcr , vi lle dissc svarc Lil al lc clc Lysslraaier, 

so 111 l ra·n·c J{ 11p; lcn i \l'standen v + ~ fra Jrovetlaxcn. l 11dl'aldsvin ld en vi i svare Li l fi , 

• 

• 
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Brydn ings\inlden Iii fl. n1eclcns 1? og fl' bli\ e de spidse Vi11kler, ll\ orunder Stranl11rnc 

lra•ffc llovedaxen i Pnnklrt a 11dc11 for l\11glen eller i P11nkl cl a' indcn for l\ u,!::lf'n. Ellrr 

111 ind re• 'l'il bngekastningc r 'il en indfalde11clc Slraale ' :r1·c 01ndrcjr l \' ink len 

Jm =- 1n ;r + 2 0 - (211i + 2) II' , 

naar Slraalrn C'r traadt 11d af l\ uglen, og Yinklen 

J;,, = nir. + ll-121n + 11ll', 

IHlill' Straalen ikle er traadl II d al' l\11glen. 

For et 'dre Pun kt 
• ' i I alt saa Betingclsen G 2p-rr ogsa;i, ifolgc dPn O\l'nf'or 

givnr \' u•rd i al' G 
' 

kunne 11dlr) kkcs \ erl 

J 'u ? 1+ 1 
111 11+(-P-:i - ~lrr, 

II\ ilkrn Ligniug udlr) kker, :il Slraalrrne ere ooJdrejede \ inklr11 /} og enlen e l hell \11t al 

ll1ndrejnini::cr, naar O\er~te Forleg11 l<P:.es og Skjreringen n1rd :c- \\en allsaa find1'r SlC'd 

paa dennes positi\r .., idr. eller el ttlige ~\nlal halve <hndrejni11uer. nar.r ne<lersle Forlcg11 

J;ese:- nu Skjreringen foregaar pi1a :r:- \ \Cns negali\ e Side. 

For et indre P unkt \ii Helingclsen G = 2p;r S\tlrC' Iii rnlen 

J;,. = - /)' + (2p + ~ - ~);r eller J:,. = {}' + (2p - ~ ± ~)rr. 
Drt sidstr l 'i lfcrlde svarer til deL f'n rcl{aacnde, h\'Or Slranlcrnes Skj rc ring nled ll 0Yeda:-.c11 

laa 11de11 for l\uglen, del f'orslc 'J' ilf;P lde inc.llrreder, naar Straalrr11e el'ler at vmre onid rcjcdc 

el hell Anlal Gange og- den slun1pc \ inkel rr - (}' lr:effer A\e11:- positive Side, rller \Cd 

al \:Pre onuJrejeL et ulige Antal halvC' On1gange og \ inklen tr - /J' Lra>ITer ,\ ;..ens nrgali\r 

Side, nozel so1n ikke \ii kunne indlrteclc for kjreringer med \\en uden for f(nglen. 

Del scs saaleclcs, al o\ crlto' edel alle 'l'ilftelde, II\ ornnder el Punl..L i \ \Cll kan 

Lra•ll'cs al' nogen af de Slraaler, son1 uden for r.enlralstraalcrne ere faldne ind paa 1\uglP11 

og ha\'c lidl ·111 Tilbagekastninger, ere indbefatlede under Brtingelsen G = 2prr. 

Naar for et Pun kl (J -- 2prr ikkc l..an \' il'l'C O, n1cn er· en n1egel lillc 8tnrrC'lsc, 

saa I nrtrcs Pu nk tel ikkc dircktc af de rellinic(le brudle, men kun al' tle lnlerfcre rcnclc, 

hnjede Slraaler. 

J)el er ovenfor 01nlall, at naar 'i fra et )dre Pnnkl 11a•r1nc os l(uglen langs llovt'd

a\rn, saa 'ille \'i korl efler al hi\\ e passerel et af Central:.lraalernes Brwndpunkter tra·ffc 

en \1nplilude, som er tloblJell saa slor :-0111 .\rnplilnden i Bret•ndpunklet. tl erfra kan 1111 

L~sbt•\a·~rlsen \idere besLC'nuncs \Cd de O\eofor for el )drr Punkl 1'11ndne Rc:-11llnlrr . 

• \n tagc:- i disse \' inklcrnc 1neg:ct sn1a:i, 'ille 'i ha\e 

- /J + 2/J - (2m + 2)fl' (), og 2rn + J =f I - {'L \l11ll ipl 11n1 af 1, 

all l-laa Pl' 111 li g:t~ l'OI' n\rrstr Forl rg:n, ulig{' 1'01· nrders le . 

• 
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Endvidere findeR 

A= . /i (1-N)"' 
i 81 1V(l+N)m+2 , Fa= kl-a+2a-(21n+2)ri', 

og \'ed lah ikling i ll::ekke 

IJ = :f)(- IJ3 + 2 ea - (2ni + 2)8' 3) . 

lltlslaget, JJesten11 ved (43), vi i altsaa bli ve 

V~ (Fa+:)i _. ~I (1-N)"' v- 6afJrr: (Fa + ~)i 
.t1 B e - iiJ41 (l + 1V)m+2 _ ,,a+ 2 ()3-(2ni + 2) fl'a e . 

Be1nrerkes <let nu, al uaar, som antaget, Vink lerne ere n1egel smaa, 'ii 111a11 if0lgr 
(7i) lia~e aO = r/8' = a{}, hvorved del funtlne Cdlryk netop ogsaa bliver <.let doblJelle af 

Utl slaget i Brtentlpunktet, saaledes son1 tleLLe er ueslemt i (i 4). ])et andet, lidel belydeude 
Led i deune sidsLe Forn1cl er her laclel. ude al' l3eLragt11i11g. Jierar ses, at de fundne 

Hesnltaler ogsaa gjre lde for saa sn1aa Vin kier , al de slutte sig 11n1iddelbarl Lil dcl I itlligere 

l'ur Ce111.ralslraalerne alleclecle Forrnler. Ganske tlel sa1n111e gja:!ltler for de inclre P1111ld ers 
\ 1 edkon1n1ende. 

7r 
den ovre Grmnse 

9 
, vii baade for Pl yclrc og for el 

~ 

aar (J elJ er 81 ·nrern1er sig 

indre Punkt H 11::erme sig 11t11s eller n1inns oo, 

l'or et indre Pnnkl 

og det ved (43) besLen1te Udslag \'ii altsaa 

konvergcre lit O. aar 1UI • i( ., A k 1·1 r n<ermer ::;1g 
2 

, v1 n Oil\ r r~en~ 1 

- 1±) i r .. '" - B Lil (± l l O" 
2 Vcos {}'' 2sin Ocos 8' 0 Fa ti l C + !+) ~, itlct 

C = kt + p rr - ~ (2m -t- l ) + a cos() - (2112 + J) a' cos 8'. 

Forn1len (43) 'ii altsaa ll live 

Ava7f (Fa+:); ±)' rv.m V 'a7r.2sinBeosffe (r+;( l 1-(±) IJ); - e = -( i e 
B 2Vcos-IJ' (± ) I ' 

son1, haadc 11 aa1· 11verste og naar nederste J'o rtegn lrrscs, hlive1· Ii i-:' 

i j/? . ff C; 
2 7 y, m - 7r a Sill e . 

7r Narir nu a' anlagcs at vmrc et Punkt, ror hvilket 8' n11j aglig vii bl ive lig 9 , og naar 1il -
ct n1egct nirrliggcude PunkL a'+ Ii svarer el af de to ForLcgn l±l, sarl vii Iii cl an<lcl 
P11nkl d - h syarc cleL 111odsallc Fortegn. Del ses in1id lerlid al' drl O\'enl'or rundnc n cs ullal , 
111 for begge disi;e lo n1cgel nrerliggencle P1111ktcr hlhrr dct 11cregnerlc l1dslag clrl sa1111111• 

og 1i:\l'hu•11gig ar deres Al's tnnd fra Punklel a', llvoraf knn sl11ltci;, al de 1'1111d11r Forni Ir r 

ogs<Ht l'orhlivc gylli igf' i 'l' ilfaolde af', al i~' naar ii<' IVl' f.r<P ll Sf' ll 
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ne i dette Afsnil fren1slillede Resullater omfalle saalcdes alle de Tilfrel<lc, h\or 

L~!lslraa leroe efter al \ OO re lill1agchastedc og brudte cl \ilkaarligt Antal G:1nge enlcn 
u1niddclharl eller, i !\trrhedcn al' Bra·ndpunklerne, ved lnlerf'crens trc.efi'e l:love<la\cn. 

Foruden disse Tilfrelde knn dcr ogsaa hlive Sporgsn1anl 0111 \ irkniogen af de uden 0111 
l\uglen gaacnde Straalers Bojning, men disse Bojniogsfrenon1cocr optrtrde knn i :\a>rhedcn 

af l\ui;len!I geometrishe Skyggcrand o~ Yille i et folgendc \f:,;nit bli\ e gjort lil Gjensland 

for en nrermere Lndersogelse. 
Som almindeligt Rc:-nllat af del her ltd' ihlede fre1ngaar, at den ti! .\n1plitudens 

l\\atlral S\areode Lysintensitcl fren1Lrreder n1eget forskjellig i de forskjellige Punklcr af 
llovetla\.en, snarl som en Storrelse al' ~amme Orden son1 Enheden, del ,-ii sige, son1 ln

trnsitclen af det indfaldeode Lys, snarl, nen1lig i Centralslraalernes Rrrendpunkter og i dr 
and1·e Slraalers axiale Br:rndlinirr , som en Storrelse af C)rdcncu a, og enclelig og::;aa i 

• nugle af llrrendliniernes Endepunkter ::;0111 en Storrelse af Urdenen a•. I disse sidsl!' 
Bra'nu1n1nhter 'ilde allsaa for en uendelig stor I\11gle lnlensiteten 'rere slorre end i el 

h\ ilkel son1 heist ant.let Pun kl i \ \Cll (saa Yel son1 ogsaa uden for _\ x.en), n1cn i \ irkc
light•den bli\er, naar 'i holde os inden for de praJ..tish n111lige Grrenser, Intensilclcn i 

dis~c Punkier altid belydelig 111inclrc end i Centcalstraalerncs for::ite, til 1n = 0 S\arcnde, 

Brwndpunkl. Tages som E\e1npcl /\1 = 1,5, Yil der forsl fremkomme el saadanl ydrc 
llra·ndpunhl efler tre indrc 'L'ilbagekaslninger. Sreltes nu m = 3, \ii man flnde 

8 = 73°39'16,6" > fl' = 39°46'15,8" > I~ = 9°8'26,8" l 

s\ arcnde Iii G = 2 ?r og El = 0. Anlages endvidere a = 10000 ;r, 'il man af For1nlcn 

1;,01, hvori kun Leddel af hojeste (lrtlen medtages, finde Amplitnden 24.681 , Jntcnsilelen 
609, 11, 1nedens lntensilelen i det forsle Brrendpunkt. son1 lidligere \isl. er 21731 1, all:-aa 

111a11gfoldi~e Gange storre. 

5. a n1eget :;; tor. Bevregelsen nden for Hovedaxen. 

For J(uglefunktionen P,, (cos yi) haves clen bekjeudlc Udvikling 

n ) 2 I . 3 ... 2n - 1 ( 2n I 2 + r ,.(cos50 = -2·- " ? i:osnSo + 9 _
1 

· -2 cos(n- )So 
• 1 ••• _n _n 

2n(2n- 1) 1. 3 , ) 
(
'> - J)(? _ 31 .,, ,cos(n- 1150+ .... _n _n _. 1 

II\ ilken Ha-kke, naar n er ulige, ender 1ned det Led. som indcholder cos 'f. og naar n er 

lir.:c, 1ned el kon tant Led, h\ oraf lages del halve. 
,.i ville nu her forudsc:ctlc, al So ikke er 0 eller n1cgel lillc, og al n er cl n1cgcl 

storl 'f al. \\Jan vil da son1 bekjerull \ed Sun1matiou <tf' llwkkcn erholtle ti.el allcre<le al' 

Lapla<'c rundne Uutryk 

Vldcn1k. Solak. Skr., 6. n:ekke, nntorvlden•knbclig or mnU1cm. Afd. VI. I. 

• 

• 
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Pn(cossc)= V 
2
. cos ( (n +il<p-;) . 

rr n sin <p 1 

Ucraf dannes cndviuere, 1ned norlkaslelse af Slorrelser af la, ere Orden, 

d Pn(COS<p) - - V. 2n . (( + 1) - ~') 
d 

- . sin n 2 <p t. . 
<p 7r 5111 <p I 

Denne Vrerdi indsmLtes i RmkkerDe (31 ). Da clel beLraglede Puukt anlages al liggc uden 
for l:l ovedaxeD, vii tlel ikke kunne lrmffes af CenLralslraalerne, so1n svare Lil n < n 1 , 

hvo i·for Snmm<Jlionerne her kun believe al udferes fra n = n 1 Li l n = xi. R:ekkerne 

ville saaledes kunne udlrykkes vea 

T/ _ cos </; ~·V 2qn (a) . ( ( , 1 ) 1{) (A·1-";'-2,.<a>);9k 
.o : - - "' . Sin n -,- ..,. tn - - e - n 

a n, rrn SJO So - r 4 > 

. s in rp~ V 2q,.(a) . ( ( + 1 ) 1{ ) (u-n;-~ .. <a>); 9 i "' . sin n ., <p - .., e _ s,, , 
a ,,, 1C n Sill <p - 'l 

. COS </J ~ \!/ 2 q11 (a') . ( ( + l ) _'if) {kl- n;)i . , ( ') 2 1, , 
?, I "' • SID n 2 <p 4 e SID A n a "" , 

a ,,, 1Cns1n sii 
/{' = 

(7 !l) 

S ' = 

Vi indskrreuke os i detle Afsnit Lil al udfere disse Sumn1ationer incllil n = n 2 , 

dcl ' ' ii sige, indlil den hojesle Grrense for n, inden for hvi lken FuDkl. ioneru e q,, 00 ;.,, lade 

sig udtrykke ved de i (67) og (68) givne Forn1ler. 

1\ f ll rekkerne for K og S udLages, med 1\nvendelsen af san1n1c rremgangsn1aatle 
so1n i <let J'oregaaeude A fsnit , den til 

2 k,, = - I , 2 s,. = - 1 

svarende l)el. Leddene lteri vi lle konune li l al indeholde de Lo Exponenler 

(kt-¥} - A,, \a)± ( (n + ~ ) <p - ; ) ) i . 

Sc.ettes !J eri n - v + z 1 liliYe ~ ed Udvihlingen efter Polenser af z JCoe f'fi cienlern e Lil ;;i 

G=- 8- +<p, 

hvor Vink I en /) liggcr in1ellem 0 og ; , \ ' ink len <p imclle1n 0 og rr , ud en nl tle naa <l isse 

Grccnscr. lle1ingelseo G = 2p7r vil derf·or kun kunne Lilfredsstilles for p = 0 og /J. = 'P· 

Delle f'orudsal , kan Su1nmen l'orandres lil el Integral af Fonnen ( 12), hvorcfl cr rnan for 

R::el-kc11 K ve t! SCJ 1nn1c11lignillge11 erl1 oltlcr 

A t:.O!i </; v 2 . cos If 
= 2ai ;-a cos a ,, in a sin 'P = - i a sin rp V2 7[(t ros 9' , 

~(/ 't 7C .I.' •• = tC - a COS 'fJ - / > 
I 

(J, 

2a rOS<p · 
fl = 
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n l't ved (13) besten1tc RcsulltJt af' Tntegrationen bliver 

- cos <P e(kl-a cos 9') i. 
a S ill So 

J>er er herved, paa Grund af Ligningen /:) = 'fl, forudsat, al n1an !tar a sin <p < a og 

O <'fl < ~. Er tletLe ikke 'l'ilfreldel, bliver llesultalet 0. -
1'i ls\ arende for Ilcekken S flndes 

i si~ <P rJ.kt-acos'f)i . 
a sin <p 

' eel lndsrellelsen af <lisse to Ud tryk for l( og S i Ligningerne (17) erholdes, n1ecl Bort
kastclse af cle Led, som ere af lavere Ordeo encl Enheden 1 den lilsvarende Del af Kom

posanlerne ~., 1Je, (e bestemle 'ed 

(e = - sin sacos¢e<kt- acos9'J i , 1J• =- cosrpcosrpe(kl- acos9')i) r;. = sincpt:<tt- acos$!'Jf, 

hvi lke \'a>rdier ses at "rere ligestore n1etl de i Ligningerne 1131 givne Udlryk for l\ompo

santerne af det indfaldende Lys 1ned in odsat F'ortegn. Detle Resullat 11dsiger saaledes 
kun 

1 
al naar de tilbagekastcdc og Lrudte Straaler holdes ude af Bclragtniog, og l\uglen 

altsaa hetragles so111 ft1ldko1n1nen sort og uigjenne rnsigtig, saa vii tier vrere ful<lsl;rnclig 
l\Ierke bag vecl den helyste Rugle utlen for Hovedaxen intllil en vis Afstand fra denne. 

Al det ogsaa er 1'ilfcrldet i Ilovedaxen er Yist i tlet foregaaende ·\f::;o it. 

' ' i udtage dern<esl det Led af' de to forsle Ligninger (69), son1 svarcr til 

2 k -· _ b 2A11 (a)i ') 22,.(a)i ,,, - " e 1 - 811 = - c,. e . 

Oisse \';erdier iodsalte i Rrekkerne J( og S \illc give Led 1ncd tie to Expooenler 

(kt-~ - J.,.(a) + 2J.n(a) + ((n + ~)r>-:.)) i, 
hvor, ved Uclvikl ing~n cner Potenser nf z, lloefrlt::ienlen Lil zi bli ver 

G = - n-8+ 28±r>· 

Da n1a11 1naa have 8 > 8, svnrende Iii a> a, kan lletingelscn G = 2pn kuu tilfl'eds
slil les for p = 0 og naar everstc F'orLegn keses. Allsaa er 

G = -n-tJ.+2e+sa-= o. 
For Surnmcn [( Prholdes derna~sl ved Samo1enligning n1ed lntegralel (42) [(oef

flcienterne 

, . cos<f;b, 
~ - -l -:-;:======~=====:==== 

aV2na costJ sin 8 ~in(/) 1 
, 

1C 
Fa = kt - a cos /j + 2a cos&+ 

4
, 

H = - tg 8 + 2 tg 8 
2 sin B ' 

• 

• 
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hvorerter den vccl (13) hcslcn1te ' 'cerdi af lulegralel bliver 

.K = cos c/Jb~ e(kt-acost9+2acosO)i. 
a V cos I} sin <p (- lg I} + 2 lg ti) 

'l'ilsvarende findes 
. . f 

--.====-:='l=S=l=ll=''fl=C=''~:;====== (kt-a cos t9 + 2acos19) i e . 
a V cos ff sin <p (- lg tJ + 2 Lg 8) 

s 

ldet clisse Vrerdier skullc indsreltes i Ligninger11e (17) til Bestemmelsen af s, ing

ningskomposarllerne, J..unne forst f0lgendc, n1ere almindelig gjmldenue, Bemirrkningrr gjores. 

Naar Riekkerne (79) for K og S ere forandrecle Lil lntegraler, vil ved Dilfercntioner med 

flensyn til a og <p, 11aar alle Sl01Telscr af' lavere Orden borlkasles, kun Potensexponenlerne 
koinme i Belragining. Oisse ere belegnede ved Fai og 1nan har 

dFa 
dv = G = 2p1C. 

Da ethvert J\J11ltiplun1 af 2 7Ci ka11 trenkcs udskudl af Exponentcn, vii man , naar 1nan 
dFa 

Steclel for v vrolgcr 8 son1 ual'hwngig Variahel, allsaa have d fJ - O, h voraf alter l'elger, 

naar tillige a er varialJel, 

~ndviderc n1aa <p indgaa saaledes 

dFa 
da = - cos{) . 

i P~a, al man faar 

d~a = + (v+ 4) = + a siu 8 - ) 

l;-ortegnet svarendc Li l clet Fortegn, hvorn1ed <p indgaar i Fa. 

'\Jan vii saalccles erho lde alminde lig 

~e = sin 2 /JaK , r;e = +sin 8 cos 8aK., ( e = =f i' sin 8a~9. 

llelte an>entll paa tleL o' euf'ol' beregnetlc 'l'ilfrel<le giver 

~.cos /} - 1)e sin 8 = 0 , .. 
r:, . . IJ+ .. u _ COSc/Jb~i-in{) (kt-acosi9+2acosU)i 
~e S ill u 1)e COS IJ - e , 

Vcos fJ si11 <p (-lg if+ 2 tg 8) 
. f • \l 

,.. _ Sln ipc~ Stll u (kt- a<'ost9+2acosU)i 
'>• - - e . 

Vcos /}sin <p (- tg i} + 2 tg 8) 

(801 

Denne Del af Lysbeva~gelsen svarcr t.il llevrege li;en i de fra lCuglen::> forrcsle Flaclc 

lilhagekaslecle Lysslraaler 1 og de samme n esu llaler kunoe lel ud lecJes ad ele1nen t1c r \ rej. 

ldct fJ er lndi'aldsvink len, /J den spiclsc Vinkcl, !'Ont den Lilbagekastccle SLraale danner n1ed 
llacliusveJ..Lor, 'il L o\l'll for 'filhageJ,aslningen give - ;r-8+2B+rp = 0. Den ti lbage-

kastede Lyss lraalc liar cl indbi ldL BnrndpunJ..L i ,\ f'sLandcn ~cos 8 (,\l'standcn 111aall n1ed -

• 

• 
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l son1 Lcengdeeohed) fra del ref1 ekterende Fladeelemenl. Del betragtede Punkls ,\rsLaucl 
27r 
fra clelle Elen1ent er a cos /J- a cos 8, og dels Afstaod fra Brrendpunktet a cos/} - ~a cos 8. 

Ligger del betraglede Pun kt i selve Kuglens QyerOade, bar n1an 8 = {} = 7C - <p , 

og n1cd det valgte Axesystem ere her Komposanterne af tlel iodfaldende Lys 

"fo = sin <p cos ipC, ~ = cos <p cos ipC, ( 0 = - sin ipC, C = e<H+acos(J)i. 

I lndfaldsplanen er altsaa Svinguingsudslaget 

710 cos 8 - ~o sin 8 = - cos <f C, 

som il'elge Fresoels Love ved 1'ilhagekasluingen forandres Lil 

L" (8 -8') 
l~ (8 + IJ') cos ipC = bv cos <fC, 

1nedens deL paa lndfaldsplanen vinkelrette S\ingningsudslag efter 1' ilbagekastningen bliver 

:;in (8 - 8') . /JC . /JC 
sin (8 + IJ') S lll 'P = - Cy Sill 'P . 

I den tilbagekastede Lysstraale 1naa dernresL Tnlensileten aflage i samn1e Forhold 

son1 Lysel udbreder sig over et starre Fla<leelement og "\mplituden allsaa i Forllold Lil 
Kvadralroden af delle Fladeelen1ent. 

Delle l~ladeelemeol er i <let belragtede J>nnkt besleml ved 

(a cos -8-; cos 8) 2d8. a sin <pdtjJ, 

som for a - a, bvorlil svarer f} = 8 = " - <p, gaar over Lil 

a cos 1Jd8. a sin 8dtf;. 

ForholdeL imelle1n disse to Ele1nenter er 

a 2 sin 8 cos 8 sin 2 {} 

(2 a cos {} - a cos 8) a sin <p - · cos -8 sin SC (- tg /J + 2 lg 0\ ' 

itlet a o~ a elimineres ved Ligningen a sin tJ = a sin 8. 

Del vii ses, at n1an saaledes ko1n1ncr nojaglig Lil det samme Resnllal, son1 oveufor 
blev f11nclel. 

Indsretles endelig det almindelige Led ar de to f0rste Rrekker (69), nemlig 

k _ b 2 (J.11 (a ) - lm+ t ) J.11 (a') ) i 2 (J.n (a) - (ni+ t J ).n (a')) i 
11 - '" m e , s,. = c,., m e ' 

Hrrkkeroe (79) for K og S, ,·il le Letldene iodeholde Exponenterne 

(kt - 11
;- J.,, (a) + 2 A,. (a) - (211i + 21 J.n (a'I ± ( (n + ~ ) <p - : ) ) i . 

\' ed IJ<l,iklingen heraf efler PolP,user af z, vii Koefficienten til zi blive 

G = m n - {} + 2 8 - (2 m + 2) 8' ± <p . 



• 
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l lcri er 1n;r + 2{/ - (2m +2l 0' = Jm den Vink e!, som den indl'ald endr Straa le er 
OLnd rcjel efter m i11 drc 'l'ilbagekas t11 inger (S. 31), saa a l Ligningen ogsaa kan 11 krives 

G = Jm - {) + cp. Del ses heral' , al Bctinge lse u G = 2 p rr er opfyltll , naar lndfalds
vink len 8 er valgt saaledes, al Slraalen eller m in dre 'l'ilbage kastninger Lra> ll'cr rlcL lJclra,!{

lede 11unkL, og at "lvers le Fortegn n1aa lreses, naar detle Pun kt og clen intlfaldcnde SI ra~tle 

ligge paa sa1nn1e Side af lloveclaxe n , nedcrs tc Fortegn clcrin1od , naar de ligge paa n1 od
salte Sider af flovedaxen . 

For Sun1mcn J( erh olclcs dernoosl ved Samn1enligniog n1ed lntegralet (12) l\.oeffi -
cienten 

A -J. i 2 COS </J b., m 

for S11111men S Koeffl cienlen 
- all 2;ra cos/} s in tJ sin <p ' 

2 sin d1 c,,,,,. 
,4 = ± ---;-:---:=='=T====-== 

aV2rr o. cos 8 sin{) sin cp' 
og for Legge Sumn1erne f(oeffi cien Lerne 

Fa = kt - a cos 8 + 2 a cos 8 - (2 m + 2) a' cos 8' + ( p - ~ m ~ t) ;r , 

H = 9 ~ 1.1 ( - tg /J + 2 Lg 0 - ( 2 m + 2) lg 8') , 
- SLl1 u 

• 

1 
I = . (- t ir3 8 -I- 2 L(!" 3 8 - (21n + 2) Lir8 8') . 6s1n 2 8 v ' ~ " 

J\ esultatel er givet i Foro1len 113) og i 1'il ft-e lde af, nL 1nan bar rl = 0 , ved 

Forin len (49). I deL farsle 'l'il l'telde vi i l1dslagel , hvis Kon1posanler ere hesten1lc ved Lig

ningerne (80), lJlh e af sa1111ne Orden son1 Enhe<l en , i <.lcl and et 'l' ilf;eltlc (Fl = 0), so1n 
reproosenlerer all (' Brmndlladerne, \til Uds lagel blive :i f Ordenen a-Ir, In tensile ten af Clrdcnen 

I 

a' . Da alle SL0rrelser , son1 ere af lavcre llruen end Enheden overall i dcnn e Kcgni11g 

uot·Lkasles, vii 1na11 altsaa her k11n have al mccllagc deL forste Le<l af Forn1len (191. 
n vo rledes Lysbeva>gelsen i N•crh cden al' l3n.cn1lllad<"rne er hcs kaffen l'remgaar ar 

de Li l Forinlen (49) knylledc llcregninger og e(le rfolgeucle Diskussio11 . Dl'I ses hcraf, 

a l. naar H nrern1er s ig Lil 0, hvilkeL sker dcl'ved , al vi nccrn1e os Bnr.ndlladcn fra. den 
Side, l1vor de rellinicdc brutl lc og rn Gange li lbagckaslede Lyss1raalc1· k11nnc naa hen 

(G = 2pn), saa vii Sviugningsan1plil11dr11 voxe gjen11en1 en periodisk Bcvtcgelse fra al 
vmre af Orcl eneu a0 Lil Ordenen at. Dr l s idstc og torsle 'laxio1un1 naas, fnrindcn vi naa 

• 
Lil selve Bnnndl1adcn , hvorefter An1plil11rlcn aftage1· lil den ved Forn1le11 (50) lJesle1nLc 
Sterrelsc, svareuoe Lil sclve Br:.end!laclen (fl = ll , (;} = 'lp rr). llcrPf'l cr al'lager .A~n1p l i

tu den li urlig Lil 0. J l\'lax i1nalpunktcl 11 u•nHes t. Bnr ntl!laden er A.1nplilt1tlcn I ,501., lulen

sileteo 2,262 \.ang-c s lerrc end i l~1«cnd lladen . 

Da Beslc1nn1rlseu al' Lysinlensilelen i og i i\'it.! rheden af Br<end!latlcn har strrlig 

lnlercssc, navolig al' Ilcnsyn Iii Reg nh11 e n s 'l' li e or i , skal jeg la!ggc Forn1lerne ltcrf'or 
nrern1 ere LilrcLLc for den nuLneriske Bercgning. 
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Lysinlensitelen af tle m Gange fra l(uglens lndcrl1ade LilJJagekastcde Straaler vrere 

i det ved rp, rp, a bestemte Pnokl belegnel vetl J,n('f). Amplitutlen besle1nn1es vetl T. .. ig-

ning-erne (SO), hvorefter loleusilcten, A111plilutlens l{vadrat, (lodes udLrykL ved 

J,,,lrp) = a2 sin 2 8 A1upl. (J(2 + $2). 

lf0 lge tlen al1T1indelige Formcl (49), hvoraf' kun deL forslc Led medtages, er 

1\ mpl. " ' K~ = 1 a' Q2 A 2 
911 , 

Ampl. 
/, ' 

S 2 = la~ Q2 A2 
., .4.":l • 

9 l'I . 
hvor A 2 

= a2ancos8sin8sinrp' 

2 sin2 tl1 c2 
- T V•m 

- a~arr cos /:J sin 8sin <,0 • 

Er det indfaltlende Lys upolariserel, hvad vi i <let f0lgende ville forudsrelle, erholdes 

lnlensiteteo son1 den ti! alle Vrerclier af </; fra 0 ti ! 2 n svarende l\Jiddelvrerd i. Der srettes 

derfor 

hvorefler vi n1ed den ovenfor angivne V;:crdi af 1 erholde 

4atQ2 sin 2 8 ( 6 sin 2 
{) )! 

lm(<p) = 9 re sin rp cos 8 sin 8 - tg3 /:J + 2 lgs 8 - (2 rn + 2) tga (j' (b
2 

11' m + c2 
11' m) · 

ludf0res Lo nyc BeLegnelscr p og v' ved 

tg 8 = p tg 8' , N 2p' = l' , 
crholdcs 

2 
11.1 

8 
()' (1V ros fJ - cos 8')"' 

- lv COS COS = 
(i'V COS fJ + CO:\ fi')m+ 2 

, (cos 8 - 1V cos 8')m 
Cy, m = 2 N cos 8 co:; 8 (eos 8 + N cos 8')'"+2 = 

Tillige ere Vinklerne 8, 8' og {} bestemt.e ved 

I (1-p')m 
2p ( I + p')"'+2 > 

(l -p)m 
2 v ( 1 -i- p)'"+~ . 

• 

l/ 
2_1y2 

sin 8 = N sin 8' = p 
2 

, 
p - l 

lg {) = 2 (p - ni - 1) tg f)' , 

ligeso1n man ogsaa har 

a sin{)= a sin 8, a..1 = 2nR, a,l = 2n?', 

id el R er Kuglens Radius, ?' Punt.lets Afsland f'ra CenLret, begge n1aalte ligeso111 ,l 1ned 

en vilkaarlig Lmngdeenhed, sa111L (se Side 17) 

Ved tlisse Snbsliln liuner kan lntcnsitetsfo rn1 len gives Formen 

• I,,,('f) = (a) 

hvor· C111 er uafhrengig af <p og llestrn11 vrd 
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C _ !!!.._.48p2(1V2- 1)( R(p~-N2)t )!r( '2 (t -p')2"' + 2 (l - p)2m) 
,.. - 1• 2 costl(p2-1) 6A(p2--l)!(p3- 1(p-in-l )H-?n-1)2 P ( l +p')2m-t-4 P (l+pl2111+4 ' (b) 

_{l p V1Y' - 1 
cos (/' = . 

Vp~(N2 -1J+4(p-11i- 1 ) 2 (p 2 - N2 ) 

Den Formlen (a) in<lgaaende Sten·else T•V er bestemt ved 

W = ~~OS 
2
;r (m 3 - ni' aJ) d w , 

• O 

hvor m' er afhrengig ar <p paa f0 lgende ~taade . ~·tan anlage 'Po al vrere den Vrerdi <lf cp, 
som svarer ti l Brrendlladen og altsaa er beslemt ved 

G = m;r--tJ+28-(2m+2)8' ± cp 0 = 2p 17r, 

hvor p 1 er et bell 'l'al. f'orlegnel for 'foi so1n liggrr imellem 0 o~ rr, bliver besle1nl ved 

selve Ligningen. 

Srelles nn <p - <p 0 + 8, erboldes G - 2p 1 71: " = - o, 111en ifo lge (16/ er 

G- 2p 17r = - e (~12 ) ~. hvor 
7f 3 

( ) 

2 

e = :2 rn' . 

Saaledes erholdes, naar lillige uen givne \ ·rerdi ar I indferes, 

a= (.::)~?n' ( -lg3 /J+2Lg 3 8-(2m+2)tgS8')t 
2 6a2 sin 2 0 ' 

og 1ned de ovenfor benytlede Subslilutioner 

, (;.2(p2- t ) (pa-4(p- 11i- 1)s-1n- l )(p2 - N2)t) Ir 
0=1n 3 • 

48R2p3(N2- 1)• 

I Tilfrelde af, al a kan belragles som uendel ig slor (R egn bu en), har n1an 

p - ni + 1, hvorved Forn1lerne (h) og (c) reduceres Lil 

• R2 48p2 ( N2-J) ( R(p2 - 1\12)t )i- ( • (1-p')2m (I -p)2rn ) c = - . 11'- + p2 _ _ :=.,....._ 
711 

1,2 p2- 1 ()J.p2(p2-t)~ (l+p')2m-t4 (1+p)2m-t4 ' 

a - m - ' 
- I (J.2(p~- f )2(p2-N~)t ) i-

i8R2p2 (N2- l\~ 

(c) 

-{j = 0, 

(b') 

(C') 

J_,igningen W = 0, so1n svarer Lil Im(~) = 0, giver, son1 on1lall Side 17, en 

R.rekke Vrerdier aJ 11i!, llvoraf den q-de for lilsl rrekkelig s tore Vrertlicr af q c1· hesle1111 ved 
2 

1n' = 3 (q - ~ p·. Ilerlil vil svare 

_ t (9 ) ~ [(p2-1 )2 (p2- N2)~]~ (;. )t a - - - - (4q- 11 
1 1 p2(N2- t )~ R ' 

under hvilken Fonn llesullalc t, udledet ad elen1entrer \ 'ej, nyl ig er fremslil lel al' i\I. Bo i Le 11), 

' ) .Jo11r11. 1le phys. S. 11, t 8, p. 282. IS89 . 

• 
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clog met! tlen Forshjel, al paa Ligningeo, \'enstre"Sitle tr~der hos 13 o i ~e I Lg o i Stedet for 
o. , -ed Deregniugen af nogle Fors0g 1ned en Gla!lslang har derin1od :-\I as1·a rt 1

) benyllel 

f'orn1len /J = A (q- ~)I og funtlel selv for Leru1nelig store \'rerdier at' o(9°) en god ()\'er

ensstem1nelse imellen1 Forsog og l~ercgning. 

lnlensitelen i sel\'e Brrendnnden (in' = 0) er bcsten1t ved 
, , 

11111 " l = n11 (2) • _ C"' . 
'fo 12 rr sin <p 0 

hYoraf aller den egentlige l\f aximalintensilel , son1 svarer Lil 111' = 1,0845 , 1necl til

slr:rkkelig 1'i lnrer0'1else (idel den ti l denne Yrerdi af in' s1·arenue ' 'mrdi af <p i Reglen bliver 

1negel lidt forskjellig fra ¥'ol kan f1ncl es ved l\1 ulliplikation meil 2,262. Paa tlenne 1\laatle 

liar jeg heregneL \faximalintensiteten i et Par EAen1pler. 
:-\Ian antage R = 1omm. 1V = 1,5, ). = O>OOOi>mm_ ni = I. For cl yclre Punkt 

umi<l<lelbart ved Kuglens 01ernatle er ,. = R, /J =ti. tg IJ = i tgfJ', altsaa p = 1, p' = 
1

9
6

. 

ltlet Cm bestem111es ved Forn1len 1bJ, 11ades r11ed tlisse 1'all'rerdier '.\ lax;malinlensileten lig 

1 ,5123. Oa tlenoe l ateasitet er proportional n1ed Rt> ses heraf, aL seh for n1egct, indlil 
nresten JOO Gange, n1indre Kugler Yil lntensiteten blive st0rre end I. I en Afslan<l af en 

halY Radius fra IIuglens O\'er!lade er 1· = 1,5 R, {} = 8', p = ~ , p' = ~, hvorli l 

svarer l'l la .. ximalinlensiteteo 0,9!i23. 
,.\ f disse Resultater fre1ngaar tlet, al der i saa gotll som allc praklisk forcfaldende 

'l'il lrelde aJ gjeaoemsigtige Kugler \ii k11nne Ciodes Stetler udenfor Kuglen. sorn blile bl'lyslc 
li ge saa strerkt af del clirekle indfaldende Lys, som fra den andeo Side af det en Gang 

fra l( uglens iodre Flacle ti lbagekastede Lys, h' or delte er stcerkest. Oa saadanne Stetler 
vislnoh. let vil le ku1111e opsoges ex.perimenlalt og Yed de meddelte Forni ler ligeledes vi lle 

h.unoe beslen1n1es theoretisk, ril der her\ed ymrc gi1·et el go<lt l\lidclcl Iii at kontrollere 

t ), erensste1111nelse11 111e llem Fors0g og Beregning. 

Som 
+ f'orholdel 3 . 

• 

et ;u1del E\en1pel 1 il jeg vtelge en kuglcforinig 

For m = 1 og a uendelig l'lor findcs h1'r 

R 2 (R ! :-\laxi1naliotensilelen = 0,06728 ,,2 }. ) • 

'f ages Lil San1111e11ligning en anden Jigesaa 

h.astning, vil i sa1nn1e Afstand lntensileteu al' del 

st or K ugle 1nc1d 
Ira den forresle 

fu l1lstirndig 1'i lbagc
fl :ule Li lbage kasletlr 

R2 
Lys l'!l're ,..-:; . 

f r-
Oisse lo lnLensiteler ville altsaa 1crre lige stort', naar 111a11 h:ir R = 51,30 .< , 

so111 !'or I. = 0,000585mm gh er R = o,03mm. \ ·cd en Reg:nclraabt' 111ecl en 8 Gan!!'e :;aa . . 

11 Cornptcs rcntlu!\ tie 1".\c:id1,111ie clrs Stie11tes. l. JOii, fl· 157,; !SSS. 

\' idcnsk. Sclsk. Skr .• 6 . R~f"t.kc. na111r ... 1tlen~kabeli~ o~ mathi"n1 . '-\r11. \ ' I I . 6 
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slor Jladiu s 'ilde l\ laxi1naliolensileten af 'rl r t fra den ind re J7Jad e e n Gang- LilbagekasLede 

Lys V<l! re dobbell saa s tor sont den lnlensilel , n1an \ ilde erholcle, uaar <l er i StedeL for 
B.egndl'aaben salles en ligesaa s tor Lotall'eDekLerende Kuglc. 

I StedeL fol' en enkcll l\uglc vill e vi nu liPnke os en San1ling al' ligc s tore adskille 

l\11glet', :ille lige s tcerkt belyste af de parallcle indfaldendc, upolari serede LyssLraaler , h\ is 

luLensiLeL vi sreLLe Jig I. Kuglerne anLagei:; al ligge s1\a la~ L eller j el Lag af saa slor 
Utl sLl'rek ni ng, al Sy us Ii n iern e fnt dc11 lje l'n I. slilletlc lagLLager overall trce!Te r en af K uglerue. 

Den hele ~freu~d e af I\ ugler , der ligger in den for eu l{egle, Ii vis Sp ids er i lagllagere11s 

0 je og son1 omfaller Enheden af Rumviukel, vii da ud sende Lys, hvi s lntensilet i Kegleus 
• ?'-

Spiels er R 27r Gange s t01Te end den lntensilel , son1 skyldcs clen eukelle l\ugle. ldet vi 

kalde lnlensit.eLen af tleL Lys, sotn in den for Enhed af Run1vinkel Lrreffer lagl lagerens 0je, 
den lil s yn e lacl e ntl e l(lat'h e d , ville vi alLsaa for eu saadan San1ling kugleformige 

I. 

IlegndraalJer metl Brydningsforholdel ; - have 

1 (R) 1 

l\lax. at tilsyneladende J{larhed = 0,06728 7C T 
1 

For en lignende Samling af lolalreDekLerende rcugler vild e man , nal'hrengig af 

Kuglern es St0rrelse, erholde den tilsyneladeude l(larhed -
4
1 

. Ved San1menligningen maa clet. 
;r 

in1itllertid her bemoorkcs, at all clel Lys, som vet! en enkell 'l' ilbagekaslning gaar ind i1nod 

SyslemeL, ved nye Till>agekaslninger f0res Lilbage igjen, llvorfot· uen Lilsyneladentl e I\larhed 

li er rellcsl bot' f'orclob les cller sreltes lig 2~. Dell e forudsal , ville de lo Syslerncr ved 

enkeltfar\1et Lys cllel' lJclragtede gjenne111 et eusl'al'\'Cl Glas scs n1ed den sainme Lilsyne

ladende l( larhed, naar Re~ncll'aabern es Ra<lins cl' 8 Gange saa. gtor, son1 oveul'or beregnet, 
alLsaa naar den er o,21mm. 

Lysfrenomencrn e ved den her lJelragletl e Samling al' Hegndraaber s' 1are Lil 1l c 

fuldL 11d vihl e d e ll eg ubu e r. Beregninge n af' di s ~ cs og de s urn111n c r a> re R egn
\) u e r s Lilsyneladende Klarltcd vii nu for de eukcllc Spehlralfarver k1.u1ne udl'ores ved de 
n1etlclellc rorinlel' (a), (b'), (c'l i Forbindelse med en l 'avle over lttlegra let 1-V. Tier skat 

slttllelig kun son1 cl Ex cmpcl , tier Lillatler en I\outrol veil lagllagelsel'nc, anl'nres, al den 

andcn , el'Ler to ind re 'J' ilbagckasl.ninger frc111ko111ne, llcg11h11 c el'ler Beregning liar e11 

i ,8Glt C:ange n1 inclre tilsynelndcnd e hlarhcd end den forsLe Rt>gnhuc , sc lvl'AlgC' li1' fo rudsal, 

al de ere tlannetlc under san1n1e Belingclscr. 

Lysbev:egr lseu i cu l{uglcs I 11 cl r e lilivcr aL 1Jcslen1111 c \ C1l rlj ;1•lp al' B:rkke1·11r. for 

f (' o~ S' (79), itlrl heri srelles 

1,1 _ -, (A,,(al-(2m !-1)J.,,(a')) i , ., Ll,.(a)-(2m+ t) J.11 (1/))i 
N11 - / 7 11.,111<> , ,.,.,, - / n,uif' · 

• 

• 
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l)cr vii i Leddenc freLnkon1n1c de fire Expoucnler 

(kt -y + (+)..l,.(a') + ..i,, (a) - (211i + 1) 2,.(a') ±((n + {)rp-:) ) i', 
som \'Cd Udviklingen efler Polenser give som J{oefficienl lil zi 

G = (21n- I J~+!-l-l (8'-;)+o -1211i+l)B' + rp. 

1Icri er 1nn + tJ - (21n + ll 81 = J~, den Vinke!, som den indfalclende Straale er umclrejel 

efler rn iutlre 'f illJagekaslninger. Bclingelsen G = 2p rr giver den nrer1nere Beste1nn1else 
al' de to cl ob belle Forlegn , og det vii ses, al ligeson1 for el ydre Pun kt s'•arer oversle 
Forlegn for <p ti l deL 1'ilfrelde, at det betragtede Puukl og den indfalclende SLraale ligge pa~1 

sa1nme Side af l:lovedaxen, saml at -/J' og 'f bave sa.mn1e Fortegn, naar den Straale, som 

lra:n·er dcl bctragtede Punl<t, skjrerer l:lovedaxens positive Side, men modsal Forlega, naar 
Skjreriogen falder paa Ho\edaxens negative Side. 

'
1ed Samn1enligningen med lntegralct (42) crholdes dernrest 

henholdsvis Roefficienterne 
for Rrekkerne K' oo· S' 0 

A = =j= (+) i cos <f 
- a' V2 n a cos {}' sin () sin rp og 

. I 
A = - (+ ) S ill 'P + - I v ') /j' • () • ) a :.. TC a cos Sill Sll1 <p 

samt for begge Rrekker 

Fa = kt + (± l (a' cos i.?' + ; ) + a cos () - (2m + l) a' cos(}' + ( p -- ~ 11i + ~ -f- ~) n , 

1 
l-1 = 

2 
sin ti( !+ l Lg()'+ tg 8 - (211i + l) Lg IJ'), 

I= - ! (l+ J t00.• 3 {}' + t.,. 3 {/ - (2m + l) L"'3 8'). 6 Slll2 8 - o · o 

'f il Bestemn1else al' Svingningsb.01nposanterne ~,, r/ , (' ljene de n1et1 (801 <u1alogc 

Lign inger 

~' = sin 2 19! a' J(', "IJ' = =j= (+) sin{}' cos 8' a'[(' , t:;' = =j= i a! sin /J'S'. (8 1) 

Lysbeva-gelsen er saaledes besten1l overall, l'or saa vidl det er ti lstrreb.keligL at ud
fare Surumalionerne n1ed Bensyn til n uden at ov~rskride Grrensen n = n 2 , llvorvecl er 

forudsal, at Formlerne (61) og (68) for q.11 og 2,., der alter bestemrne l~unklionerne v,. og 
io~, ere brngbare. Naar denne Grrense for 11 maa ovcrskrides, bliver det nedvendigt at 

s0ge and re Udviklioger for disse Funktioner, hvad jeg i det folgende Afsnit skal gaa over lil. 

Endnn skal kun bemcerkes, at Daar lf' naaer Grrensen ~ i i sole retie indre Punkler, 
~ 

saa lader Bevr.egelsen sig ogsaa her beregne ved de givne J<onnler, hvorfor Bevisel kan 

f'0res paa san1me l\Iaacle som i cleL Lilsvarende Lidligere (Side 32) behandlede Tilfrelcle, da 
Punktel var beliggencle i llovedaxen. 

fj• 
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6. }'orts<et.telsc. Fultlstreudig TiJbagekastni11g1 Bojuiug. 

F11nklioncr111' i-,, og iv,, k1111ne ogsaa besle1nm<'S paa en anden .\laade end den , 

sorn tidli1tere (Side 221 har v"·rel benyllel , vetl e11 il'lvrigl gaoske Lilsvarende Lch·ik ling. 

l\Ian llar id en tisk 

r,, ' 

... 
- J log-

W1, = V t',l lV,, e wtt 

I v,, 
?) log - = /'" , _ iv,, 

1)11 -- \ / •·,, el",, . 11· - Vr e-µ,, . . ,,- " (82) 

.\led lle n~· lle lse al' Ligningen wn.u~ -- tl',, v,, = I vil n1an c11dvitler1: 1 11aar tlen 

Variable heLegncs Ycd a, erliolde 

(83) 

hvoral' \ Cd lutegralion og llJ ed lndforelse af den Li l a = u svarendc V;.c rtli ar /.t11 

l a 2•+1 
{'"- ( I 2 n + 1) 

f.t,. = 2 10g tt. 32 ••• (2n- 1)2 (2n+ I)+ )0da .2r,.- 2a · (81) 

Endvid crc give llrekkern e (22) og (211) for i,,, og u•,, vetl l\l ul lipl ikation 

'> _ 2a + (2a) 8 
. .!_ (2a) 5 

. 1.3 .. . . 
_r,, - 2n + l (2n - Jl(2n + JJ(2n+3) 2 + (2n-3)(2n-- l ) ... (2n +5) 2.1 + (85) 

lligligltetlen al" den lier ant.ydede Lov for llcckJ..e11 kt1ncle ug$aa \'i sc::. Yeti llan11 el:;en al' 

OiffcrcnLialligni11gC'n for 1·,.. ;\Jan kuncle, idet u,. anlagcs at lilfrctlsslil le Differe11Liallig

nin~1·n (2 1 ), n1ere almindelig s.elle 

' -~
d(I 

V- · "" u,, = p,, e , (80) 

son1 iucl :1a l (2 1) l'orcr Iii Lig11 ingcn 

d2
p,, _ ~ (d7J,.)2 + (i - n(n+Jl) 9 2 + 9 ,2 = 0 p,, da2 2 da a2 ~]>,, - C ' 

(87) 

ll\ur<tf' allt1r ' etl Dilleren Lialion fren1gaar deu lincrerc Lign iug 

cl3 µ,,+, (i __ n(n + l l) dp,, 111 (n+ t ) 
i a l " d + 8 p,, c a a· u a 

= 0 . (88) 

Lig11i11gc 11 (8()) svarcr lil Ligni11ge r1tl' (82) for 

Ligo i11ger11 r (63) ror p,, = y,, og c = ± i. 
s lillt>:-; saa1rl for p,, = q,, so 111 l'or p,, = 1·,,, 

P O• • ± 1 1 1·.,c~ 11111 1le11 ~,,.,, 1·e1· 11·1 11 = l'tt r(C= tl o:'> - 1 

AILsaa 111aa den s icl ste Li!-(11ing (881 lill'r<•tls

og clet vii da ikh e 'a' rc 'nn:; keli!.!1 ·.ed lljrelp 

al' de1111l' Ligni11g al ko11Lrollere Higligltcden al' Lo1 cne i de for q,, og 1•11 a11gi\11P fi <T'kker . 
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Sa<n el n so1n 11 llctragl1•s ~0111 :;lore l 'al, l.Jcggc af SlnrrPl~e~ordenen a. l\aar '1 

Ctllh idcre ligeso111 tidligere vcd S11111111atio11en af Htrkt..c11 for q,. lade alle SLorrelser al' 

l<t\erc <lrden end Enheden ude af' Belragtn ing, saa vi i under ' 'isse Betingelser H.cekt..e11 

!85) J..111111c summeres ved 
a 

2 r,. = :-;====:==-----::: 
V(n + ~)2 - a2 

tR!lJ 

Beti11~el:-e11 1naa beslaa i, al a iJ..J..t• o'erskrider en vis llr<ensc, inen \Cd nrer111ere Belra~l-

11 ing af lla·kken 'ii n1an snarl hli\ e opmrerksom pa;i , at Bei,;Lcmmclsen af denne Gra•nsc 

frt>nlh)dcr 'isse , -anskelight'der. lla•kkt•rncs Led 'ille nc1nlig for a< n f0rst afla~c, naa 

ct ~linirnum og clerefter vo\e, l'aa vexlende Forlegn og naa et l\laxi1nun1 for slutlclig al 

al'lage lil O. Saalcdes har dct Led ) som gaar fornd for del forslc negative Led, allercdc 

naaet Storre lsen (2a)2•+ i 
l. 3 ... 4n+1 

1 . 3 ... 2n- I 
2.4 ... 2n l 

son1 for ea> 2 n + l , f. E\. a 0, 7 5 n, med \'O.\Cndc n 'O\Cr i del uendelige. 

Bel 'il derfor \<l're nod\ cndigl al bringe R<ekken for r,. under en anden Fonu. 

\eel lljtelp af Ligningen -.. 
1 . 2 . 3 ... 2 m ~ 2d . (2 + . ~ 1 

(') _? + 1) ('> _? 31 ('> ...l_ 2 + 1) = (- qm x srn n 1) x s1n·
11 

x , _11 _m _n _m + ... _n , m 0 

kan ll:ckken (85) gives Formen 

2rn = 2a ~0:1.x sin (2n + l ).v ( 1 - ~: sin2 x + 

og n1ctl Bcoyllelse af den Uesselske Funklion J 0 

a4 ) 
12• 22 si11 1.c- ... , 

2r,. = 2a ~ dx sin (2 n + 1).vJ0 (2a sin x). 
~ o 

(!10) 

\ i 11dl'nre dcnuc Integral ion f'or~l 1'1·a .v = 0 Lil .i: = Ii, idcl h anlages saa lille, at 111a11 

11clcn l,jl'11de lig Fej l J..an srette .v for in x, aalrengc ;i: er 111indre end 71. Denne Del al' 

l11tegral el vii saaledes ved lncll'orelse11 al' en ny \' ariabel y = (211 + 1) x l>li\'e 

a C(211+1!': ( ay ) a r<211+1~1 ( ( ay )2 1 , ( ay )4 1 ) 

+ 1 ) dy..,,1nyJO -+j_ =-_ 1) dys111y 1 - .J..J. '92T I ')2 42 - ···. (!l l l n .. , o 11 ., n f- .. , 0 n , ., _ 11+.. - . . . -
Oette Integrals A\Te Ora>nse 'ii kunne betragtes ganst..e i,:.0111 den .\ rl af ubcstc111te, 

'ilt..aarlige Storrelser, 'i ha\e hclegnet 'ed Frellesn1<erkel w , og lnlegralionen 'ii dl'rfor 

J..11nnc udfores \ed For111len (39). Hl'sullalel bli,er R<ekt..en 

n~} +(11~~)
3

~ + (n:~)
0

~:!+ ... = 
a 

f!(n + ~)2 - a2 ' 

hvor Honvergensbelingelsen ale11c er a< n + ~ . 

• 

• 
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I dc11 and1•11 111•1 al' 

aflagcnde Poleusel' al' a i den 

lnlegralc•l (!)OJ """ <lt•11 Bcssclskt• F1111klio11 1uhikles cl't1•r 

bekjenclL«' ,;cn1iko11\ 1:rgc11lc ll a'h"P. 

= 
1 

- cos (2a sin :1: - ~) + ... , 
Vr.asin.-c i 

I ' h\Or Lecldenes Slnrrt•lscsorclen er a , a ' 
' ' 

Uennc llel ar l11 tcgralet \ii ::.aaledes 1netl l dt•ladclse af de folgPntlt• Lt•rl ar lta•kkcn 

for J 0 bli\C 

7r 
(211'1- l ) 

2 

(/ 

II +~ 

r. 
(211+112 

s in !J ros ( 2 a s i11 211~1 - ~) 
dy -- = 

11 r.as i11 11 

(2n +l )h I 2rii- l 

. . (( I " ) av" rr) + . (( I " ) + nu" + r. ) 
l 

S ill + "Tf y - 24(11+Jf' + ... - 4 S I 11 - n+ f '!/ 24fJ1+!I" - •.. t 
l!J . 

l I rt • 
(211+1)/1 !J - Z1(n +t'' 0 ••• 

(92) 

Det ses hcraf, al saah.enge OilTercn:-.en 11 + ~ - a er af Ordencn a, saa 'ii deuue 

J)el af Integralel hlive af la' ere Orden enrl Enhcden, og da Ligningen (8!l) foruds<Pller, at 

disse Sl0rrelser lades 11dr af Belragtning, saa 'ii allsaa dcnne idsle Lignin~ for!Jlh e g~· ldig, 

naar biol Di [erenscn n + ~ - a er pos ilh og al' Storrelsesordeneu a. llr nne Bclingelse 

svnrer saalecles, 111ed 01nhyl11 ing af a og n + ~, ga11skc ti l den for q,. Lig11i11g (ti7) i;jreldende. 

Smttes i Ligning (8 '1 ), idet n l'orutls:r ltcs n1rgct slor, 

Prholdes n 11 ' eel 

µ,, = 

J 2 • 3 ~ ... ( 2 n - 1) 2 ( 2 n -1-

llj re 1 p af (89) 

ljrr'>I 1 ,..n+~ -
- ~ Or- _ 1 (n + ~) 100 

---
1 111 + ~)' - a'+ Jl (11 + .~1· - a' 

<i -
(!l3) 

Vi ere saalcde::.. i Stand Iii al beslcn1111c Funktioncrnc v,, og u·,. saa,el l'or n + ~ >a 
sorn for n -1- ~ < a, i for slc 'l'ilfceldt> 'ed llja•lp af' r,, og- µ 11 , i an<lel \Cd 111 og ..l.n. '.\Jen 

dcr bliver cndnn ct Gehct Lilhage, livor di sse F1111"tio11cr i""c ere heste111tc vcd de 1'1111tluc 

Fonnlc r , nrmlig uaar ll iffcrenscn n + ~ - a, ll\ad enten den er posiliv cll!'r nrgaliv , er 

af t•n lavere Storrelscsorden cntl a. 

'ledens 'i hid Iii h;\\ c sogl al s111111111•n• allc l'orrkon11ue11tlc Ba•kkcr 1nctl en saatlau 

\ f'ja!!ti!!hed, al 1-.un dr Sturrrlser. son1 ere al' en h\\cre Orclen t'ntl EnlH•tlt•n , ert• hort-

1-.aslede, \ille \i nu i drl fol!!endc irul:-1-.ra•nkr \ uja!!li!!heden saa,irlt , a l l-.1111 Ledtlenc af 

hojeste Orden rnedlage;;. Uelte t'onulsal, \ii rnan. naar n + ! - ct 1•1· af 1•11 la\ ere -
Slorrelsesorden encl a. , \C'd n esten1111else n af r,, "1111111• hortkaslc all1• Slorrrlser , sorn kun 

Prr al' san11ne (lrde11 so111 l~ nl1cden , tla ?',, srh \ii vise s i1; al v;rrc c11 Slorrclsc at' hojerc 

<>rd<'n. aa1· vi allsan hclraglc dr n \ttlgtc (;1'iL'll!le (2n+ l lh son1 en Storrt'lsr nt' l)rdcn en a0 , 



• 

47 

saa 'ii hclc lnlegralel (!l l ) 1-unne bortkastes, idel de to i lnlegralel iodgaaende Fnnklione r 

sin og J 0 i.khe for nogcn \'a>rdi af' tlen 'variable kunne blive numerisk st0 rre end I. 

En!lvitlere vii den anden Oel al' lntegralet, hesten1l ' ed (92), retluceres Li l 

\ / a 
v \211 + l)r. 

;r 
(2n+1) 0 . -

. ( ( " ) alf' ;r) 
S IU I - n+t !J + 24 •+!l" - • .. + 4 

~ I ' I !i3 _J_ 
(2n +l ) /t y- 24(••+ ! J2 I • '• 

(!)4) 

hvor alter den lave re Grrrnse "an roranc.lres til 0, da heller ikk e her lntegralionen fn.1 O 

tit (2 n + I ) h kan fare lil el ll esul tat af hojcre Orden end Enheden , 1nedens deD 0vre 

Gra>n::.e for a; efter Substilulionen ay0 = 24 (n +~)ax ligesom f0r kan betegne!' ved <u. 

\Ian crholder saaledes, naar all e Led, der kun f0re til Resnllaler af lavere Orden , borl

kasl efi, 
w 

J., <>J. I I ) a> , i1 ? ? n 
2 r,,(a) = . , _ d.v:c-6. in ((n + Q - a)(- ) a; +a;+ 4. . 

3eVir a 
(95) 

0 

Ved Utlvikling efle1· Polenser af n + ~ - a og Integration ved Hjrelp af Ligoiogen 

{39) vi I man heraf erholclc 

9 - a - . 7r . - . _!!.. i _ _1 l _ ~ . ~ . i_ 2 __: l _ * ( 1 ) ( 3 ) 3 ( 9 !. \ '1 ( ' ) ' (2!.) 2 1 ~rn(a) -- 3tV~ I'S s 1n 3 +£ G s in S (11+2 a) a) I +I' B Siil 3 (n+ 2 a) a l.2+ ... . (96) 

• 

I tlenne Rmhke bli,er 2det, 5te , Stle, ... Led Jig 0. 
S;vttes for Exen1pe l a = n + ~, erholcles 

I'(~l V3 
2r,.(n+ ~) = c(n+{-)!, c ~ - · - = 1 08874 Loge= 0,0369226. \97) 

3~V 7r 2 ' ' 

\ 'ed al indsrelle R rekkerne (23) og (25) for v,. og w,, i 1·,, = v,,ic,, har jeg beregnel 

uedenslaaende 'J'avle, so111 viser en overraskende god Overenssten1111else melle111 de virkelige 

og de ved For111lerne (97) be1·egnede ' rrerdier af 1·11(n + ~) alleretle ved de laveste Vrerdier af n . 

n = 0, 1 
' 

2, 
2r,,\n+-!il 0,8415, I ,':24 16 , l ,4756) 

I 

c(n + {)J = 0,8641, I ,2463 , 1,4776 ) 

3, 
1,6518 , 

1,6530 ' 

4 
' 

1,7967' 

1.,7975, 

5, 
1,921 2) 

1,9218) 

() 
' 

2,0314, 

2.03 19. 
• 

l 
Det vii be111rerkes , at uaar n ·l- ~-a er af ·hojcre flrden end a·i , vii Lecldenes 

SlotTelsesorden voorc voxende. l\ len med denne Forndsretning vii ogsaa lnlegralel (!)4) 

ved SnbsLitutionen (1 - :
1

) y = a: reducercs til 
1l I 2 

w 

V ct 

= (2n+ 1- 2a)7r d:_ s i11 (·v + ~) -v.1· 1 

a 
(!l 8i 

V2a(n+~-a) ' 
0 

• 



• 

• 
• 

48 

som \lser, at vi nu utter kun11e gaa O\ Cr Lil den sin1plere Formel \891 f'or 2 r,., id et dennc 
l't1rer Lil deL san1me ResnllaL, oaar alene St0rrelserne af h0jeste ()rdeu tages i 13etraglniog. 

'.\l eu tlenne lodskrrenkning i 0jagtigheden vedbliver allsaa Fonnle11 (89) at vrere gjre ldende 

saal;:enge Differenseo n +{·- a er af en hfrjere Orden end al . Na:tr Dilferensen n + {' -a 

ikhe er af lavere Orclen end a , saa er 1·,. (a) aldrig af h0jere Orden end Enheden. E1· 
nen1 lig denne Oill'erens positiv, fren1gaar detle al' Ligniogen (89), er Differensen negativ 

ses det sa1nme ved i J~ igningen 1·11 = v,. u•,. al ucl trykk~ v11 og 'tv,, ved Ligniogerne (23) og 

\25). l:l vis clerin1od Difi'erensen n + ~ - a bliver af la, ere Orden end a , saa kao r11(al blive 
af en h0jere Orden end Enheden, og denne Funkliou vii ved Variation af n slntlelig if0lge 

!96) naa sin hejeste ""oord i for n + 4 = a. 
I fl rekken (66) for q,. vi i deL alm indelige Lerl, naar n + ~ - a er af lavere ()n.Jen 

encl a. , kunnc beste1nn1es vecl 

(n-m+ l )(n - m+ 2) ... (n+mJ t .3 ... 2 111 - I _ e-2"' (n ·-!- ~ + ?n)n+t+n~ 

v ;rm a2"'(n +~ - ni)n+}- m 2.4 ... 21n 

Ved Forandring af Sun11naLion Lil fnLegration vii n1an erholde 
11 

dm F(m) 
q,,(a) = _e , 

V ir n i 

(n +-L)2-m2 n+ -1- + m 
F (m) = - 2ni + rn log ~ 2 + (n + ~) log + ; , a 11 ., - 1n 

• 
0 

eller ved U<lvikl ing efler Potenser af m 

a ( 1n
8 1 m

0 
1 ) 

F (rn) = - 2m log n + ~ - 2 (n + '4-l2 • 2 . 3 + (n + ~)4 · 4 . 5 + · · · · 
SIBlles clern ::esl m 3 = 3 (n + {)2.v vii , n1cd den her udkrtnvede Nojaglighed, lnlegralcl kunne 

rcduceres Lil 

' (n + {)3 . -
3~ Vn 

co 
I 2 U I 

d:c :c-i e- (24)7 (n+ l)-:r log »+i . xs -x 

0 

Heri vii ligeledes meet Lilstrrekkelig Nejagtighed kunnc srelLes 
a = a-n--~ 

log -n-+-.-~ 71 + ~ , 
etlcr lntegrationen forer Lil Il esnltalet 

(n +t)~[ (1) (3 ) ( 24 )~ j (") I " ( 24 ) ~ 1 ] c q,.(a) = 3*V;r r 6 + r o (n+ ~- a) n+t i+r 6 (n+ 2- al- n+ ~ t .2+···. t9-~l 

l ndsrrlLe:; li el'i a = n -j- { , faas n11d sa1nme 
') I 

= - c(n + 4)-:r, 
V3 

Belydning al' c son1 ove11for 

2 
LO!! -= c = 0,0993920 . 

c V3 
( I 00) 

<lgsaa her fin1ler en gou O\ crensste1nmelse Sled med de 11rniddcluarL af' fi :ekkcn (Go/ hc
regnedc exakle Vu:rtlicr al' q,,(n + ~) alleretl e vcd clc la\ e~lc Va'rcl ier ar n , hvail fHl g"l' t1d c> 

'l'av lc utl visr•1· . 

• 
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11 = o, 1, 2, 3 
' 

4 
' 

5, 6 
' 

qn(n + ~) ~ I ,0000 , 1 4444 
) ' 1, 7104 l l ,9 121 

' 
2,07 83 , 2,22 15) 2,3482 1 

!: ( + l)i 0,9978' l ,43.91 ' l ,706Q) 1 ,9087 ) 2,07 55 ) 2,2191 ' 2,3462. - n ., -V3 -

1\n alog n1ed r,. vil q .. knnne udtrykkes n1ed den begra:'nsede Neijagtighcd ve<l Lig-
. n1ng ' (67), saalrenge Differensen a- (n + {·) er af hfljere ()rden end a', n1e11 1nodsat ,.,. 

har ljn en n1ed voxe11de n slacUg voxende Vcerdi. -
Al' de saaledes l'uodo e Vrerdier for r" og qn kuone saavel .!,. og µ,. soo1 Vn og io,1 

beregoes. 

hvoraf for 

Af Ligniogerne 21·,, = 2v11 u,,. = q11 sin 2,(,. findes s in 2.ln(n + ~) -- Rio;, 
7r 1C 7;r l11C 

,l,,(n + il fren1gaar Vrerdierne 
6

, 
3

, 1f, 3 ... , rnen bestemmes .l,. (n+ ~) 

nairn1ere af Lign ingerne v,; = V1n sin).,., n•,. = Vq,, cos An for n = 0, I , 2, 3 ... , fin des 

henholdsvis 

1,.(n+4)=0,5, 0,5165, 0,5203 ' 0,5215 . . . . 

Denne Rrekke k on ver•,eret· e 0jeusynlig ti] den laveste af' cle oven for angivne V re rd ie1· 
' 

nen1lig Lil 

An(n + ~) 1C 
0,5236 ... = - = . 

6 
(101) 

Fl f " d d fl ' I f L. · 2 2µ,. · 2 , · era · 11n es alter ve J•l'! p a 1gn1ngerne v., = 1·11 e = q,, s in "" 

µ,.(n+tl = - t log 3 . (102) 

na 111an bar ;.;, (a) = 
1 

0"' fL~1(a) = l vi lle nu Rrekkeurlviklingerne for ).,, (a) og 
q,,(a) "' 21·,,\a) ' 

µ,,(a), idel for l\orthetls Sky Id q,.(n+ ·~), ?'n(n+~l, q:,(n+~), o. s . v. belegnes vetJ q, 1-, q', ... , 
blive 

1 1 , I i )2 
). () = 11:+ _ a-n-v. _ 9-. a-n- 2 + 

n a G q 1 q2 1 . 2 . . . ' (103) 

l I a - n- ~ 1' (a - n- ~)2 
µn(a) = - .., log 3-+- -2 1 - ~ . 1 2 + ... , 

l ( ' .,.. °Zl'"" . 
( I 04) 

Heri ville q', r' og de hajere Differentialkoeffi cienter af q,,(a) og 1·n(a) n1 ed Jl ensyn Lil a . ') 

for a = n + ·! vaire at bcregne af Lign ingernc (99) og (96). Saalerles finde::; q' = - - , 

1l = -
3
-( 

1
+' 

1
),. hvi lken sidsle Va'rdi kun er af' (}rdenen a- l og tlerfor 1naa beLragles so~3o . 

. n 2 

Selve Funkticinel'ne v,, og Wn kunne bestem111es af Ligningerne (v,.J..w,,) 2 = q,, ± 21·,,, 
i<lel Forlegnene for v,. og io,., son1 lter er ubestern l, n:.ermere l.Jesten11nes aJ v,. = Vq,. sin An, 

io,, = i1q,, cos A,,, hvor V~ er posiliv. De R:.ekkeudviklinger, jeg ad tlcnne ' 'rj har f11ndel 
ved CTjrelp af l'\rekkeudviklingerne (96) og (99), hvori udcn for Differensen n +~-a de lo 

Stfl1T1~lser n + } og a ~unn e het.ragtes ::;om lige store, e1·e 

\'iJcnsk. Scls.k. ~k.r., 6. Ro.•kke. naturvldcnsknbelig og mathem. :\rd. VI . I. 7 
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v,,(a) = c( r(~) cos~+ r(!) cos 
5
6rr ·; + r(i) cos~· t.22 :+ ... ) , (105) 

w,,(a) - c(r(~)(1 +sin;) +r(!)(1 +sin¥) T-+ r(f) (1 +sin?;)t'~2 + ... ), ( fO!i) 

hvor 

Di ssc R:rkker kunne ogsaa let f0res tilbage lil de besle111l.e lntcgraler 

v,.(a) - c~~da:.v-~ cos (e.vi + .'!:), ( l 07) 

w,, (a) = C [ ~~d.v a:-~ e•r.}- z + ~~d,i; a:-i sin (e .vt + a:)] . (l 08) 

Ved al inds~Lle Rookkeroe (105) og (106) i (v,.±111,.)2 = q11 ±2r11 vll 1nan nclcn ·vanskelighed 
kunnc ovcrbevise sig om Rigtighet.len af disse Udviklinger. 'fil Brug for denne l1eregning 

skal jeg her anf0re Ligningerne 

Vi kunne nu gaa over Lil J~orlsrelle lsen af den i forrige Afsnit afbrudle Beregniug 
og betragle l'0rst rleL Tilftelue, al ITuglen har eL rnindre l~rydningsl'orbold en<.l dcl orn

givcnde l\leclitun. Vi l'oruclstellc allsaa 1\1< I , hvonnecl l'olgcr, at Ligningen asintl =a'sintl' 
blivcr u1nulig for sin 8 > N. 

I Ligningerne (33) og (31) srettes 1111 v11(a') = V1·,, (a') tf,,!a'), medens v,,(a) og a•,,(a) 

ligesom Lidligere udtrykkes ved q,, (a) og ,(,.(a), og ligesonJ q;, kan llorlkasles i San11ncn

ligning n1ed q,,, saaledeii vii ogsaa t·~ kuune !JorLkastPs i Samn1enligning med 1·". ldct 

q,, (a1 bcsle1111nes ved (G7), 7',1 (a') vecl (89), vii n1no erh olde 

2 k = _ 1 + 2.l.,,(a) i fj11-2r,,(a')J.Vi = _ 1 + 2,l.,(a)i V(n+{)2-a'2 - Va2- (n+~j21V~i 
,.. e + 9 ( ') , r.· e _ _ , q,. _1.,,a ... vi V(n+J)2-a'2+Va2- (n+~)2J.V2i 

og sreltes 
V 2_( + 1)2 an ~N2 __ ~ Lg o, 
V(n + -~-12 - o.'2 

l'aar uelte llulryk tlcn s i111plcre Forn1 

2 k11 = -- f + e2 (:l,.(a)- cl') i . 

Paa lign1'ndc J'i laade t> rholdcs 
• 

2 s,, __ 1 -1- (>2 (J.,,(ri)-Ll) ·i , 
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Del 'l'ilfa:lde, al rnan alene liar 2k,. = - I , 2s,. = - I , har alleretlc v~rel be

handlel i tlet foregaaende Afsnit (Side 34). Del var her alrnindeligl for ttdsat, at Funk

lionerne q,, og An l'or alle de forekommende Variable skulde knnne udLrykke~ ved de i 
Ligniogernc (67) og (68) angivne Formler, men <let vii be1nrerkes, at for clelte srerlige 

Tilfreldes '\Tedkomn1eode, hvor k,. og s11 slet ikke indeholde de "i' ariable a og a', have vi 

kun at gjere med Funktionerne g,,(a) og J.,.(a), og Helingelsen for, al disse skulle kunne 

Ltdtrykkes ved (67) og, (68) er alene v + t = a sin IJ <a. De fuodne Resnltater gjro lde 
altsaa indtil AfstRnden a fra UoYedax_en, og som del vil erindres bestod den paa denne 

l\laade fren1stillede Lysbevcegelsc uden for Kuglen i selve det indfalclen<le Lys i Rummet 

paa yz- Planens negative Side og fnldstrendig l\forke paa den positive Sitle af yz - Planeu . 
A.ntages dernrest 

9 1 _ 2 (A
11
(a )-cS) i 

2 
2'(J.,.(a J-JJ i 

_,rn - e ' s,. = e ' 

og sreltes beri paa sredvan lig l\Iaade n = 11 + z, vil det ben1rerkes, at Utlviklingen rrter 
Potenser af z af AJl+=(a) give J{ocfficienler lil de J'or:-;kjellige PoLenser af z af en b0jere 

Sl0rrelsesorden, encl de111 son1 erholdes ved den lilsvarende Udvikling af 8 og J. ltlel Yi 

altsaa srette t1 + ·} = a sin 8, ville 8 og LI kunne udtrykkes vecl de konslante V;rrdier 

tg 8 = cos fl N~ 
Vsin2 8 -1v2 ' 

cos 8 
Lg d - -;--=.=.==~ 

Vsin2 8 - 1V2 

Ucltrykkene for k,. og Sn svare nn ganshe Lil del lid ligere /Side 35) behandlede 'l'il
ftcl<le, hvorved 1'ilbagekaslningen fra Kuglens yclre OverOade beslernles. Forskjellen bcstaar 

kun i, at Faktorerne b11 og c. ere gaaede over lil - l. og al. f'asen er fo nnindskeL i K 
med 2 (} og i S med 2 J , og de lidligere fundne llesultaler vi ll e altsaa med disse For
andringe1· her uncle ;\nventlelse. 

Grrenselilfreldet sin 8 = N vii ikke danne 11ogen sa:rlig Undtagelse, da (] og Ll, 

oaar 8 aftager indtil denoe Grrense gaa over Lil ~, og Faktorerne e- 2rJi og e-ZJi saaletles -
blive lig - 1 , h\'Orved K og S ko1nme Lil at anlage de sarnme Vrerd ier so1n dem, der 

vi lde l'remgaa af de lidligere Formler, naar tJ voxede Li l den sa1nn1e Gn:ense. 
Koefflcienterne k~ og s;, ere bestemle ved 

1., _ ..!,,(a )i-µ
11

(a') 2 NVq,.(a)1·,.(a1
) ,,_,, - e 

q,.(a) + 2r,,(a') Ni ' 
I s,. = 

).
11
(a) i-µ,.(a' ) 21V V q,. (a) 1·,. (a') 

e 1Vq,.(a) + 2 ,.,,(a'Tt · 
Da der Lillige for et intlre Punkt til n >a' ogsaa maa svare n >a', maa man i ll <.ekkerne 

for K' og S' (79) srelle Vq,,(a') sin ),.(a') = 1/1·,.(a'J (',, (a'). Del ses saaledes , at disse 

Rrekker ville kon11ne ti l al ·iadeholde Fakloren e'.t,. (a')-,an(a') , so1n , naar a' og a' ikke ere 

megel nrer Lige store, bliver en forsvindentle Iii le Storrelse. Delle frerngaar af det i (93) 

givne Udtryk for µ,,, so1n, naar den Variable ikke fa lcler megel nrer ved n, ses at vrere 

-:" • 

• 
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en 111cgel s lor, uegaliv Slurrelse ug deslo stt:irre, jo 1nindrc den Variable er. Lysbev;cgelscn 

inden l"or dc11 lotalrelle~Lercnde l)el af Kuglen finder allsaa kun i ~jcnde lig Grad Sled i 
et tyndt Lag nrermest under 1\.uglens Overtlade. 

Srutles a' = a' -- Nii og anlages h meget lille, vii man have 

( 
' ) , ]t/ h 

/.1.n a - µ,. (a ) = 9 , ( ') 
_1,, fl 

'hln vii dernlllsl paa s<ecl\ an lig ~laade finde 

hv -1. i9 =- (n+.,)- - a-. 
(./. -

2 N cos ,1i (kt+a1·ust1+ ~ -iJ)i-h Vsi11 1 f1-1v2 

~= r e 2 

a Vt- N 2 tg8 Vsin2 8- N 2 cos2 8 ' 

S
, . 2 sin ip (kt+acoso+; -Ll)i-li Vsi11•0-1i1• 

= - i e 
a V 1 - .L\ l2 tg 0 ' 

• 

og <p + fJ = rr. Vec1 Besle111 n1elsen ar Kon1posanler11e ~·, r/ , (' 1naa man gaa I ilhage 

lil Liguinge rn e ( l 8), hvol'ved ben1o.erkes, aL, da K' og S' oprindelig indeholde Fakloren 
?-,.(a'), vii ir1an 111etl Bortkaslelsc af SL0rrelser af lavere Orden have 

1'illige erhold es 

d K' = dµ,,(a') K' = V(n +-})~-rt K' = 
cla' cla' a' 

V . ., I' N" sin-, - - K' . 
N 

dK' 
- (n+~) f(' i = asin 8 l('i, 

dtp' 

og de san1n1e Ligninger gjcelcle ogsaa, naar for f(' :;a~Ltes S'. Ligningernc ( 18) give :saa

lcdes for del l.e 1'ilfm lde 

~, =si~(ja l(' , r;'= isinBVs i~fJ- 1V~aK' , ('= -isinl/aS', 

hvol' de ovenfor f11odne Va'ruier al' If' og S' kunne indsreltes. 

• 

· H.esnltaLern e af deJtne Uel'egn ing af den fnldsta~n1l ige 'f ilhagekastoing vise sig, 

saavel for de yd re so1n for de i11d rc PunkLers Vedko1n1nende al vrore i Overensste1n1nelse 

med, hvad der er be~jendl fra 'l'heol"ien 0111 den fn ldstrenclige 'l'ilbagekaslning fra plan(' 
Flader, o~ lleregu ingen f11rer saaletles ikke ud over , hvad 1nan og$aa ad elen1cntror ' ej 
vildc ku1111e udledc. 

l)er s laa r endn11 k1111 Li lb;1gc al forts;clte Su1nn1al.ioncrn e al' B;rkkernc K og S \i!I) 

l'ra den Gr<rnsc for n, ved h\ ii ken Lig11ingcrne (67) og \68) ikke la•ngerc ere g~ lclige for 
den Variable a. alle 'f ill'ruld(! vii den (33) givne ' ' re rdi a l' /.:,. kunne 01ndannes lil 

2 k,. =- I + Ae2A11{a)i, A q,,(a) ( I + 1·,,'(a'J) - J\1 ( i + ~ q,.'(a)) 21·,,(a') 
= 9,.(a) ( I + ?',.'(r/) ) - f\1

( -i + ~q,.'(al) 21·,.((/) 

• 
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J)eone ved A belcgoede Brok , vii, naar n U\'Crskrid el' den . on1Lalle Orll:' nse , vise 
sig al blive lig 1 , forudsal al 1V er f'orskjellig fra 1. Del 1'ilt'<elde, at /'./- t er saa lille, 

al denue Differens 1naa betragtes son1 en Sl1~rrelse af lavere Orden end Enheden , ville vi 
her lade ude af Belragtning. 

Ligningen A = I vii ncn1lig al Lid finde Sted, naar q,,' (a) er af h0jere Ord en end 
I 

Enheden, hvilket ifelge (99) er Tilfreldel, naar n - a er posiliv af hojere Orden end a3
. 

Endvidere er i den lJetragtede Sum n saa s tor , at q,.(a) er af sL0rre Orden end Enl1eden, 

medens r,,(a') og 1·n' (a1
) , naar Differensen n - a baade positiv og negativ er af lavere Ord en 

end a, ikke kunne blive af li0j ere Orden end Enheden. Dette sid ste fremgaar af det 

tidligere (Side 48) anf0rte, id el 1nan har n - a' = 11 - a - (N- t ) a, hvor tlet s id sle · 

Led ikke kan blive ar lavere Orden end a. Del ses saaledes, al man i clel foreliggende 
1'ilfrelde alLid maa have A = 1 , og da ganske de samme Belraglninger kuone anvendes 

paa den i (33) givne Vrerdi af Sn, vii man allsaa have 

2k,. _ 1 + 2..l,i (a)·i 2 _ I + 2..l11 (a)i ,- -- e , Sn-- e . 
• 

Begge cli sse J(oefficienter konvergere llurlig for n >a 1ned voxcnclc n Lil 0. 

ldel vi med l Jensyn Lil 'l'Hf~eldel 2 k,. = - 1 , 2sn = - I kt1nne hen vise Lil del 
foregaaende, ville vi have at betragLc Rrekken 

Q - aK - iaS - '~~v· 2q,,(a) . ( ( + I ) 7r) (kt-~1!.. +2).,.(a1-).,.(a))• - - - - ""' sin n .. tD - - e 
cos<f; sin ¢ ,,2 7rnsinSo 2 r 4 ' 

hvor n3 el' den 0vre Gri.Cnse for n, inden for hvilkeo iz,,(a) og An(a) lade sig beiilCtn1nc ved 

• (67) og (68). 

PoLensexponenlen i denne SL11n er 

( kt-
11

27r + 2,l,,(a)- An(a) + ((n+ ~)So-~)) i , 

og sreltes lteri n = fl+ z og fl + t = a sin IJ , 'il Koeffi cienLen til z med Ude lad else al' 

Sterrelscr , son1 ere lavere encl Enheden, alene bli\'e - tJ ±So· Skal denne I{oefficient 

altsaa vrere 0 eller 1negel Iii le, n1aa 0versle Fortcgn lreses og So - {} inaa v::ere 0 eller 
meget lille. l:leraf ses, al Svingn ingskoff1posao terne if0lge (80) kunne 1Jesten1mes ved 

~. = sin 2 So cos ljJ Q , r;. = sin So cos SoCOS if Q , (. = - sin So sin ¢ Q , 

bvoraf alter for Kon1posanter11e med Heosyn Lil de fasLe Axer erholdes 

~. = 0 , YJ• = sin <p Q , Ce = 0 . 

Selve St0rrelse11 sin cpQ fader sig, da <p-19 er n1egel lille og 1nan clerfo r utlenfor 
1 1 

Expon en ten kan sretle q,. (a) - = --- og n = a sin /j = a s in 'f, reducere tit 
COS /J COS<p 

i "• F. ' \" n' 
Y)e = --:c:==== ""' e , V2 7ra COS <p "z 

F,, = kt-n
2
7r + 2An(a)- A,.(a) + (n + ~)cp- :, 

• 
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h\Ol'\ Cd del san1n1ensallc Fa·uon1en , tier u111falter parallele Lysslraalcr:; BBjuing ved 1•11 

reflekterende l\ugle, er fren1slillel under en sin1pel Form. 

Betraglc vi 1"0rst den Del af S11rnmen, hvor 1t er slorre end ,1., ses deL, at ,l,.(a) 

111cd vo:-.endc n aflager rra ; Lil 0. J~ 11 n<:crn1ere Heslen11nelse heraf crltoldes 'ed Lig-

n in ••erne 0 

e2..1,.(a) i _ l + I g ,l,.(a) i 
-

l - lg ,l,,(a) i 

hvor µ .. (a) for n = a hat· Vrerdie11 - J log 3 o~ 1neu 'oxende n hurlig aflager. 

Sretles alLsaa i den betraglede Sum forsL e
2

J.,.(a)i = 1, og indsrelleR i Exponeuten 

paa stedvanlig ~Iaade n = JI+ z, JI+ {- = a sin{}, 'ii ved Udvikliug cflcr Potenser af z 

Koeflitienter til zi i Exponenten bli' e <p - ff. Saal eel es gaar for <p = ,, Su1nn1en O\ er Lil 

I nlegralel 

~
n~-et sin {I 

;r "'~ (kt-a~OS<b- -- . ) i 
d .,.,.i • 4 2ncos<O _ 

,,., fl • -

ri - a sin 1<J 

son1 veu Subslilutionen 

z - (:c-i-) V2a<:OS$?, 
. 

e a::;1n <p - a 

2 = V2 a cos 'P ' 

_ }:__ (kt-atOSSo - rr~.:')i ~dw (Ex-x2)i 
1Jc - v- e :i: e , 

n o 

hvilkel Integral svarer lit lnlegralet (57) naar Forlegoel for i f'oranclres lil dcl 1norlsallc. 

Del frcmgaar af Behundlingcn al' delle sids le Integral, at for e > 0, all:;aa Puuktel bclig

gende uden for J{uglens geometriske Skyggerand (a sin S? >a), er Tnteg-ralel en periodisk 

F'unklion. loden for Skyggeraudeo (e < 0) bliver det uel'i1nocl apcrio(lisk. I selve Skygge
randen (e = 0) erholdes 

YJc = t e•1/ - acosl"J i . 

n.esullalel er i alle ll cnseenuer clcl i'i<ll1111le SOJU del' 111illl crilolder l'nr Lyi;els 
Bojning ved en plan , cirkul<Pr Ski'e, sat i Sledel for h.uglen i den Ston:irkrl , :-;u1n lan

geres al' de indfaldende SLraaler. 

J)cn a11tlcn J)cl af li en oveul'or hetra;,:-lcdc Stun er 

m= "' "• (k1 - J.,,(a) + (n+ ! J ~-(211-'.!nt+ l ) "} i+2mti, (a) 
') \' )' ~ ' _,..,.,;,,.Je 

11t = O a 

Scrtles heri n = JJ + :z, JI+~ = r1. = a. si11 /:J og benyllcs l'or /t,.(a) lichiklingcn ( 101 ), 
.. 0 . 171 

\'ii \Cd Utlviklingen efler Polenscr nf z, KucfficienLen Lil z i Exponentc11 bli\r !yi - u)i ---;:;-, 
I 

hvor 1· = 1·v (JI + ~) er bcstcrnl 'cd (97) og c r al' 0 rdencn a~ . 
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llvis nn <p - 1~ er af hojere Orden end -} 
a , vil den belragteue Snn1, naar alene 

SLwrrelse r11e af hojcste Orclen medl.ages, k11nne ·udtrykkes vecl 

"'i;"' l e(kt.-a cos19-+ a l9'-•9) + (2ni-j- 1) :)i- ~ log~ 
m= o<p-8 ' 

I 

som er af en lavere Orden end a 3
. 

llvis der i1nod deL betraglede Pun kl Jigger saa ncer ved Kuglens geomeLriske Skygge-
- ' rand, al <p - /; b liver af san11ne Orden son1 a 3 elle1· al' en lavere Orden, saa ' 'il le al le 

Led i Udviklingen af EAponenten efler 1)otenser af z kon1n1e i Belragtniog, men ved Sub
slilntiooen z = 1·x ville de alle blive ar Ordenen a 0 , og hele lntegralet vil blive ::tf san101e 

I 

Orden so tn 1•, alli'.aa af Ordenen a1
• Den hertil svarendc Svingningsamplilncle ,,il dc san-

lcdes kunnc udtrykkcs ved 
I 

a• 
c ' Vacos<p 

hvor C er en nume risk J(onstanl. En nrern1ere lleregning af denne l(onstanl bar nreppe 

Lil slrrekkelig lnteresse, da del hurtig ses, at denne Del at' Lyshevregelsen kun kan bl ive 

n1egeL rioge, og, itlet den falder sam1nen 1ned <let avrige b0jede Lys, nreppe vii kunne 
blive Gjenstand fo r lagltagclscn. Formlen viser, al lnlensileten af delte Lys er propor

tional med J.\uglens Radius i Polensen t, og med J30lgelcengden i Polenseu ! , saint om

vendl proportional med del belraglede Punkts Afstand fra den ar de ind1'aldende Straaler 
langerede Sto rcirkel, fo rudsat dog, at denne sidste Afsland selv ikke bliver meget lille. 

Sl11llelig er ogsan del Lil n < a svarcnde S\ringningsudslag liesleml ved 
. a 
i F . YJ• = I e ,.i, 

V21CaCOS<p n2 

11 ntlcr hvilken Sumn1a1 ion 2,.(a.) 1ned vo:-.ende n aflager 
erholdes 

1C 
frn en ubesLemL slorL Vrordi Li l 

6 
. 

SreLles n = v - z, v + { 
• 

i 
'l)e - --;::::=== 

V2?ra cos 'P 

a= asio8, 

w 

dz e(kt-acos·9+ a (!D- ·9)+ 2..!v-z (a) - :-(9J-19Jz) ·i 
) 

0 

hvor Av-: (a) udvikles if0 lge (103). J)el vii nu ses, at dette 1'ilf<elde ganske svarer lil rlet 

O\enl'or behandlede, og al ResullaleL kan fremstil les under sam1ne Fonn. Denne Del af 
Lysbevregelsen svarer Lil B0jningen af de 11nder slreifende lncidens fulusl::.endig Lilbagc

hastede Lysstraaler. 1nlensiteten af disse sidsle Straaler aftager 1ned voxentle fndfalds

vinkel , dog vii paa Grnnd af BAjningen <lenne lntensitet ikke bli\'e Nnl i den geo1nelrishe 
Skyggerand, 1nen tlerilnod en Stflrrelse af ~an1n1e 1\rt som lntensitelen af de oveuf'or be
lraglede bojede Straaler, h\ nrefler lnlensileten l111rli!o{ nftage1· indenfor Sh.vgge1·anden. 

• 
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St1111n1ati oncrn e 1ned 11ensy11 til n ere endnu kun ndfArle indtil den 0vre Grtrn se 

n = n 3 , 1nen son1 oven f'or l.Jemrerkel vil le T1ocffi cienlerne kn og sn for n > a hurlig t-.on-
1'erge 1·e t ii 0 med voxende n. Denn e J)el al" S11n11nerne vii clerfor i Almin<lelighed olive 

en l'orsvinuentlc lille Sl01Telse . 

7. Mrengde af udstraalet Lys. a 1neget lille. Systen1 af smaa Kugler. 

All fra den helyste Kngle udgaaeL Lys tre nt-.es opsamlet paa den indvendige Side 
af en honcentrisk Kuglellade i uen<lelig Af's lancJ fra J\.uglen. Er L hele den opsamlede 

L)smrengde, ?' den uendelige ITugles Radius og .l den ved An1plitudens l{vadrat maalle 

Ly~ in le 11 s il e t i Afstanden r , saa vii L kunne defineres og beslemmes ' ell 

l l'n l ~e Ligningernc (l 7) 

sLor udtryk~ es ved 

L = 1· 2 l~in <p dtp l
2
d<f; I. Jo Jo • 

og (31) kunn e Svingningskou1posantcrne for 
27!"1' 

a= - O"' 1• A o 

_ icos<f; \kt- a)i ~. 2n + t ( 1• d2P.,,+ d P,, ) 
e ~ l ) tC11 d ., Sn • d 1 a 1 n(n+ rp - s1n 9' 9' 

r _ isin <f; (H-a)i ~· 2n + J ( 1• d Pn + d
2
P,1 ) 

'>t - e ~ '"' . [ Sn o • a 1 n (n+ lJ Slll SoC<p . d91-

(109) 

uentlelig 

Ueri ere J.,, og s,. komplexe Storrelser, hvis i'\lodulu s v;.ere betegnel vecl kn og s,, . l3eslemn1es 

nu 1 vcd Summ cn af l{vatlralcrne af disse J\on1posanlers An1pliluder , vii Ligning (109), 

efler al lutegral.i onen rued llensyn ti l ¢ er ndf'ort, give 

_ A2 ~-rr· n ( y 2n+ I ( -k d2 P,. - d P,, ) ) 2 
( .. , 2n+ 1 ( -:- d P11 -. d2 P11 ) )

2 

L - ,- sin 'P d9' ..., ( + I) n d , + s,1 • l + 2: ( + l ) k,, . d + s,, d .. 1J n: 0 1 n n . 'f- s 1 n 9' c <p 1 n n st n <p 'f 9'" 

Ethvert af di ssc l(vadraler kan ogsaa n<llrykkel' som ct Produkt. af lo Sumn1er n1cd de 

Variable n og m, og bemoorkes, al man har 

~" . d ( d2 P,, d 2 P,,, + 1 dP,, tlI )m ) 
Siii 9' 9' J :i • d 2 • " d d 

0 u<p <p sin-9' <p 'f 

[ 0 for m~ n 

- 1 2n2(n + J)2 l'or 1n = n , 
211 + 1 

Ca ( d2P,.. dP.,. + dP,,. d~P,,, ) = n 
Jo 'P d9'2 d<f d9' d9'2 

' 

y j) n1an nnue L) SllliJ' llgtle11 / _, hcsLernL \'Cd 

.. 
~ (2n 

I 

• 

( I I 0) 

• 
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l)c almindeli~e l:cllryk (33) for [[oefficienlcrne k,, og s,, kunne Og"!laa skri\ es under 

Forn1 en 

k,, -
1 

I + p .. i ' 
l 

s,, = ----( + q,, i ) 

u1,.(al 1·,,'(a') - Nu·,,' \(I.) i·,, (a') 
p,, - 1'n (a) v11

1((1.1 ) - -' V·i:,,' (a) 1:,, (a') ' 

Nie,.( a) v,.'(a') - iv,,'(a)v,, (a') 

q" = 1\1v,,(a)v,.'(a') - v,,'(a)i•,,(a')- · 

( 11 I) 

( I 12) 

Oi sse f\oeffic ienlers ' lo<lulus er nltsaa n1intlre end 1 , nndtagen i de 1'ilfrel<le, al 1nan har 

Pn = 0, hvorlil svarer !.·n = - I , cller q,. = 0, bvortil S\'arer s,. = - l. 

'i skulle nu nrermere bestemu1e Lysbevregelsen i deL Tilfrel<le, at Jen bel vs le 
• 

l(11gles Diameter er 1negel lille i Sa1nmenlig11ing med Dfllgelrengden af det inclfaldencle Lys, 

saalecles at a bli,er at he1ragle son1 saa lille el Tai, at i Rtekkeuclviklinger efter Polenser 

af a i Reglen hun det Led, !'0111 indeholde1· den laveste Po lens af a, 111ecllage!I. :\Ted 

nensyn Lil a' gjores tlerin1otl l'orel0hig iugen in<lsl<rre11ken11c Antagelse. 

lf'olge Rcekke11<l1•ikUng-er11e (22) og (24) vil 1nan, naar knn <let f'orsle J_,ed af B:nk

kerne 111edtages, have 

Vn(a) 
an+i 

v,,'(a) 
(n + l)a" -

1 . 3 ... 2n+ 1 ) - ) 

1 . 3 ... 2n + 1 

l . 3 ... 2n-l 
tl•n'(a\ 

t. 3 ... 2n- 1 
-

' 
-- n 

a" a"+' 
ion( a) 

lnd srell.e!I tlif'\se \ <F rdier i (l lJ ) og (1 12), vii clet ses, al i ,\ln1inclelighctl ljJive 7.-,, ug s,. 

n1cget f'\111aa Slurrelscr :i r l)r<lenen a2n+ 1• i\fan vii ncn1lig erholtle 

p,, -

ll\'ilket sid!'le l'dlryk ogsaa kan sretles 

a' v,,'(a') + n i ·,,(r./) = a' v,,_i(a') , 

a' v,.'(a') - : N 2n V11(a11 

o.' vn'(c/) - 1\'2(n+ 1) v,,(a') ' 

a' v,,' (a'I + n i·,. (a'l 
a' v,,' (a'l - (n + 1) v,, (a') ' 

a' v,,'(a') - (n + 1) l'n!a') = - a' l'11+da') . 

Af'seL alt!'aa l'ea de srerligc 'l'ilf<elcle, \ill e Rrekkernc (3 L) l'or K og S ind:o.kra>nke sig til dcL 

furste, Lil n - I svarcnde Lec.1 , h\'Ori vi i inclgaa 

s = I 

.a3 v~(r/) - i - _ _ :;...;...__ 

3 v0 (a') ' 

11\ orefter Sv in gning:skon1posantc1·ne et, YJe, Lt let beslen1n1es 'ed l:lj~Iµ af Lignin~e rnr (Ii). 

lhi s nn a' lige:;on1 a er en 111egel lille SLnrrelsc, ,·ii k1 kunnr rrducPre!' Lil 

For1nen 
/, .2a3 N 2

- I 
.:,--i3 N 2+2' 

1neden:; 111n11 ror a' 111 cget lille cll er nanr a' er Rod i T,ig:nin7en v2 (a') = O erholder s 1 = 0. 

Vidonsk. S•lsk. Skr., G. llmkke, natur\'iJonskabelig og mathem. ,VJ. VI. I. 
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I detle sids te Tilfoo lcl e vii ;tllid ifolg;e Ligningerne ( 17) r;e vrere proportional n1ed 

cos <p, II\ orar r~ Jger, al deL Yinkelrel paa de intlfaldende Slraaler lilbagekaslede Lys svinger 

'inkelreL paa Jndfaldsplanen og altsan er ful<l :itrendig polnri serel i lndfaldsplanen. Dcttr 
gjcelder sel11f0lgelig ogsaa, naar del indfaltlencle Lys er upolarisercl. 

Ligeledes 1naa und r r de samn1e Fon1d srelninger den samm e LO\ gjrelde, naar 'i i 

SLedel for en enkelt. Jiugle tmnke os en San11ing al' lig11e11de, indbyrdes adskille og Lilfa:-ldig 

ordn ede l(ugler. Srellcs endviclere i Ldlr~kkel for k 1 a = 
2 ~R , id et R er l\uglens 

Iladius, ses dcl, aL Lysbev::egelsen i et vilkaarligl Jlunkl udcn for 1\uglen aJhmnger , for-
/\'~ - I 

uden af del indfaldende Lys og af T'unklets l\oordinaler , al ene nf Storrelsen N 2 .,
9 

R 3
• +:_ 

'I'renke vi os nu i tlct on1Laltr. Syslen1 af li:ugler disses llad ier , \ ed ul'or<tndrct Stilling af 

<lcres Ccnlrer, voxe incltil R 1 , som clog vedvarende maa \l re re mcgcl lill c i San1n1en l ignin~ 

n1etl en Holgel::engcle, 111etlens deres Brydnings!'orhold forandres fra N Lil N 1 , og sker 
deun e Forant.lring saaledei;, at 1nan bel1 olcler 

N 2-1 R s N12_ I R s 
:Lv2+1 = N12 +2 i , 

saa n1aa Lysbe, ::egelseu uclenf'or f~ug lcrne og overall udenf'or Syslen1 et forbli ve upaavirkeL 

af Forandringen. Lacie ''i R 1 blive lige sL01· med J{uglecenLrernes n1indstc halYC ::\litldel
arstand , so111 antages megeL lille i Sammenligning meu 13nlgela'ngden , vii Sysle1n eL n1ege L 

n::er ko1u n1e Lil al svare Lil el ho1nogenl l\1 ediun1 1ned Ilrydningsforholcl et 1V1 . Jl erar kan 

aller sluttes, at naar i Syslen1el Kuglcrne forbl ive uforandrcde, 111 eden;;; <lets Tre lh efl d 1 

f'orandres, vii Systemels 13rycloi11gsl'orliold N 1 foranclre sig saaJedes, al ~1 :+ ~ -d-- rorl.J li, er 
l I 

konstanL (jvnf. "Far,1espredningens Theori "). 

ll ele ~lrengden af det af den enkelle J{ugln ud slraalecle Lys \Iii il'olge (110) vrere 
bes Lem I. vetl 

og er A i\.nlalleL ar f{ngler indenfor Ru1nenhetlen , vii AL VO" re helc den Lysmrr ngde, 
SO ITI tH.l sl.raales fra hver ]{ un1enhed ar Systemel. Denn e Storrelse Cl' S~·s l c1nels Absorb-

Lionskoefl1 cie11 t, 
27C R 

A , have 

o~ betcglles denuc vet! lt , vii n1an altsaa , naar Lilligc a 11dlrykkes vc tl 

Del SC'S hcraf , at Auso rhtionskocffi cicnlcn er on1yenlll proporlioual 111ed !J erde Pole11 s af 
Bwlgel;.c11gdcn (llay leigh':::. Lov 1) ) . E1· 01nvendl Sy:::.Lc1n cls Abso1·pLionskocffi cienL li og- dcls 

1) .I. \V. S1rut1: Phi l. Mn!!. 1 f, F'Phr., i\pr., J1111 . 187 1. 

• 

• 
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Br~ cl 11 i 11 f!~rorhold N 1 gh Cl, 'i i u111ler de gi1·11e Foruds;etuingl'r l(ugl!' rne:- An Lal paa llun1-

cn heden og en lavere Gra·use fo r de res Slorrelsc kuune udledes, itleL u1an af tic angl\nt: 

l~or1nler Gnder 

3 
_ h X1 (N1

2+ 2)(N2 + 2) li J. 4 tJ12 + 2 
R - 32rr4 (f\'

1
2 -- l )( N 2 - I)> 32rr·J iV;1'- 1 . 

Som E~en1pel hunne ' 'i Lage fl rydningsforhol<JeL og AbsorpLionskoeff1cienten !'or cle11 
almosl'a~riske Luft \'Cd s<.edvaoligt 'f ryk, ue111Jig- NJ = 0,0002!1 og) idel L0- 6 

mm Lagcs SO!ll 

Laingdeenhet.I, h J. 4 = 0,0017. !\Led denne sidsLe l(oeff1cieul vii der paa en Stra~kning af 

8 1\:ilo111eler absorberes 11,3 l>rocenL af Lys n1ed Bolgelrengden 580 og del dobbelte For 

). = 480. 

Disse l 'ah .-crdier indsatte o,·enfo r give 
1. (1v2 + 2)-l , A= 0,0163, R = 0,1•11 J.Vz- f > 0,11 1 , 

allsaa paa en l \uLikmill i1ueler el Antal af 0,0163.1018 Kugler n1ecl en Radius af 1ni11dsl 
0,141- 6

mm. BerLil svarer a = 0,00153 for ). = 580 og a = 0,00185 for ,\ = ·180. 

Vidl f'orskjc llig fra <lenne Lysbevcngclse er den , so1n fre1ukon11ner i de srerlige 

'f ilfrelde, at man har p,. = 0 eller g,. = 0, llvilke l\luligheder indtrmde ror en he! Rrekke 
al' B0lgelrengder. Jlertil svarer iJolge J .. igningerne (111) og (112) 

Wn(a)v,.'(a') - Nio,.'(a)v,.(a') = 0, Nie.,( a) v,.'(a') - tl'.,'(a) v,.(a') = 0 . 

Den f0rste af disse Ligninger svarer tilnrermelses\ is Lil v,1(a') = O, den anden Li l Vn- i(a') = 0. 

SreLLes nojagtigerc i den f.01·sLe Ligning a'= f3 + e, og er ff Rod i Ligningen i-11((3) = o, 
saa erholdes ved l:dvikling efter Pote11ser af e og BorLkastel~e af de Led, son1 jntJcliolde 
hnjere l)olen;er af e end den f0rste, 

E= 
U'n (a) 

1Vu•,.'(a) 
a 

- - 1Vn . 

Er den givne Ligning qn+ 1 = 0, vii herlil , naar de Lo forsle Led i l.Jtlvil..lingen af 1r,.+i(a) 

og 'tl•:,+1 (a) n1edlages, SYare 

hvor 
( 

a2 ) ( (n-1)a2) 
Na 1 + 2 (2n+J) t'~+1 (a'I + n + I + 2 (2n+ I) v,,+i(a') = 0, 

• 

'(') n+l (' =-v,. a + , Vnal 
a 

, 1 , ((n+t)2 i) , +n+I , , og v,.+1 .a) = - ,. - v,.(a) , ·v,. (a/ . 
a - a 

Heraf f1ndes med den \edlagne Grad af 'l' ilnrennelse 

(2n+ l )a'v,,(a'l + a2 v .. '(a') = 0. 

sa~ltes nn he ri a' = (3 + E
1

' idel lige:so1n f0l' t'n({3) = 0 l erholdes 

e' = 
" a- a - ---- --(2n + l )a' .L\1(2n + I) 

s· 
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1locld1·rn c i p,, = ll ug 

:-,lurL', og For:.kjcllen i111 cllc1n to 

1}11+1 = 0 ere allsaa IJH'gt~l 11a't' , n1en ikkr 11nja~tig . 
lili.·narc11dc Jloddcr er 

f (/. (n + 1) 
e - e = -,--,----,---

/'l n (211 + J ) ' 
11 > 0. 

Belcgncs il l' til svarencle Furaudriuger af l~ u lgelrengden veil () ug (}', :>aa er 

0 " "' J. a (n + I ) r.2 Ji R2 n + i 
n(2u ·+- I ) 

--). ) f3 ). o - o =- =-· --
(3 Nn (2n + 11 /32 i. 

-= --

" cde11 slaacnd e ' l'a1 le angi~ e r de fcn1 storsle \';.erdie r ar 
(i 

furn = 0 , I , 2, ;~, 

idcl f3 er R od i v,.(/3) = 0. 

n = n, 

0,5000 
0,3333 

0,2500 

0,2000 

n = I , 
0,6992 
0,!1067 
0,2881 

0,2233 

0. 1823 
• 

n-2 11 =-= .. 
- l u ) 

0 ,54 5 t 0,44!)6 

0,3151 0,301() 

0,251 H 0,2293 
0,2025 o, 1856 

0, 1681 0, 1561 

Del 1 ii nu scs, a l den slorslc Fors kjcl i Bfllgelrrngcle 8 - ff svare r I ii ~ = 0,6!lD2, 

n = I. S;rlles !len1a:st I.ii Exe111pcl R = 0,111 og ). = fi80, f•rhold cs 1J-o' = O,OOOO't5, 

so n1 c1· 13000 Gange 111iorlrr. end Forl" hje llen (0,6) in1r llen1 IJ0lg1• 1ir>ng-derne al' Solilpcl..trrls 

lo Li11icr D 1 og D 2 • 

I el Syslrn1 QI' h 11gi!',r frc 111hon11111~ r i de lier belragledc s•er lige 'J'il1tt ldc ,\bsorb

Jio11slrih1•r , naar gjenne111gaacndc hvidL Lys opl.oses i cl SpekL1·11111. l\1ede11 s 11en1lig, so111 

'i ha,·c sc1; den l'ra hver Kng:le nd slraa lccle Lysn1<engdc i Al111i11delighed er en 1negc l lil le, 
J.~(2n + JI 1nctl J~li pruporlio11al , Slnrrclsc, vi i den for p,, = 0 ellc1· q,,. = 0 1;-crc 

9 
ellc1· 

_ ;r 

ligr saa slor so111 <.len l\ l a·n~tle af' indfaldende T~ys, dr. r 1 ell uf'orslyrre t Gang al' Lysslraa-

1 I . I I l' ,. }. v II+~ ]) I I cr11c \ i)( c ra1n111e en liug e 1n cc ,a,c 111s - . n i 1 cl an Lag 11 c ~ys 1 r 1n a lol,ug-
rr 

l!' l'IH's \I iddclal'slande ere for11rlsalle al vff're langl 111i11d1·1•, ses dcl, al. Sysle111ct 11111 1 re11l 

I-an s igPS al l <r re nigjen11e111ll'<f'll gPligl for rl r nn c Ari al' Slraalr.r. n r.J 1i l lilligc bc111•PrhCS, 

at rl l' lil ') 1 = 0 ellcr o0 (PJ = 0 sva n•1 1dc Absorhlio11slrihcr Pre cnkellc. alle clc and re 

ilohilcll l'. 

liar 1na11 l'or et !-'vste111 bcslrn1l. • 

iliss1· i-111l11 L' he1d'nrC!-> Iii l\rriprokcn1c al' 

Liplil,a1io11 111cd en cn"cll ku11~1,1111 Fa"lor. 

r11 lln·kkc \bsorblions trihers Bnlge la'ng:dcr , 1 illc 

H odd e rn c i v,. (19) = n , 11 = n. 1 , 2, . . . , ' c d \ Ii ii -
\ ' 

ltlel tlc1111e Faldor <' I' lig nH'd 9 
1 

L>, 'ii clcl 
- ;r £1' 

• 
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altsaa vccre rnuligL hcl'af, af Syslen1 els Ilrydningsforhold og af uels aln1 inclelige ,\Jisnl'h

Lionskoeffi cieol , al beslc1nn1e alle Syslemets J~oos lanler , 11 cmlig ,.\ntallct af' J{ugler paa 
ll11n1enheden, Kuglernes Storrelse og deres Ilrydningsforhold. 

Rerti l vi i ogsaa kunne benyttes !Vfaalingcr af Stribernes Gredde, hvoraf Dcregningen 
kan nclfores paa felgende ~1aade. 

Nactr B0lgelrengtlen ,{ svarer til p11 = 0 , vii \' rerdien af p,. for en nrerliggeude 
• 

Bolgel:.engde ). + o vrere beslen1 t ved 

= - rdp,, + dpn 1"1\1]p=O. (J.O = 12. 32 . . . (2n - f )2 . .1.V2-l ( y 2 . ( + t)) (} 
P11 da da' ,{ a 211 +1 N 2 n1 ;- n n ,{ . 

Paa sam1ne l\laadc vii, naar 2 svarer ti l q,. = O, q,, for J3e1 lgeh.eugden 2 + o ' 'aJ l'e 
besle1nl ved 

= 12. 32 
• .. ( 2n- 1 )2 (N2_ 1 ~o . 

~ a 2n- I ,{ 

Skjnndt o er belraglcl so111 en li lle Slorrelse, vil den dog allid 

al p,., og q,, li live n1egel. sto l'c i F'orh old I.ii Enhedcn , saalelles 
beste1nmes ved . . 

i i 
le,. = - 1 Sn = - . 

p,, q,. 

ku11ne anlages saa sLor, 

al k •. og Sn vil le ku1111e 

For et SysLe1·n af J{ugler ville de herli l svarende 1\bsorblionskoefllcienLer vce re 

A ,{2 (2 n + J l A ,l2 (2n + I ) 
og 

Vi kunne nu i S1)eklrel af del i::J'eunen1aaaecl e Ly~ belragte tie lo Grreuser fo r en 
<.. ...... .. • 

Absorhl ionslribe son1 de Pun kt.er , hror LysinlensileLen er red11 ceret Li l en konstanl BrAk 

e c, og Stl'ihens llredde Lo:enhes da besleml ved f'orskjellen 2 o i111ellcm Bolgelrengderne i 

disse lo Punkler. Er re den lilbagelagle SLn.ekning aJ Sysl.emel, ' ii n1a11 have 

A rc ,l2 (2n + 1) A:v ,{2 l2n + J) 
c = - . - og c = ----,, . . 

p,,2 2rr q,.- 2rr 

lnrls<Ellcs hcri de oven for beregnede Vrerdier af Pn o~ q,,, ses del, at Striliernes l31·eddt• 

al lid er proportional n1efl f{ vadralrorlen af den t.ilbage lagle Vejlrengcle, 

I(' adralroclen af An tall el af I\ ugler paa llun1en he den. 

I igesorn ugsaa 111ed 

o.'2_ a2 o 
Den bredes tc Slribe svarer Lil a' = rr, q 1 = a ' 

a ,{ 
son1 giver 

2 
, _ 8f'l3 v 6 7l' A :c 
o - ,{ c . 

For A = 0,0163, R = 0,l'il ,;. = 580 , .v = 1010 eller 10 l\leter og c= 0,6n3, 
s'arende lil en ,\bsorl1tion i SLribens Grainser af 50 Procent, erholdes 

23 = 2,57 , 
sorn svarer Lil en 13rc·dde , der er 1,3 Gange storre end Afslanden in1ellem de lo Lin ier 
D 1 D 2 • Del er jJ..ke nclen lnl eresse at l a~gge l\lrerke Li l , at 2o ogsaa 11n1icldelbarl han 

• 

• 

• 
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ltc•rcguel:> af cle11 al111i11dl'li;;c .\bsurliliun:-kocl'li!'i1· 11l It 11de11 hjend:.kah Iii s.,~11·111cl:- rnrigc 

l\ouslanter, itlt•l 11r1nli;; N i Fonn len for /1 hl'r kau !Jetraglc:s son1 el 111cgct :-tort 'J'al. 

Al1:-orblio11slrihcrnc k11nne saalc<lcs hli \c 111 c;;cl lircde og faa :,narcrc l(araldcren 

af \bsorbtionshaa11d, naar a' horer Iii de n1i11clRlr al' Bodtlerne i L'u(r/) - 0. ll orl'r der

in1otl a' Iii l\nddt>rnr i t• 1 (a'l = O, v 2 (a') - O, ... hli'e 1ned de her C\c1npl'hi:- lirnyllrtlc 

cl'alkonslanlcr ;..ch i i..:1111:-t ig:-le 1'ilfrel<le Slrih1•r11r rrdnrercdc Lil Linirr af e11 na•ppe 1naalelig 

Bredde. h'ad schfol:.:rlii; do:.: ikke Lu.lelukker, al 111• ku11111• gjores s~nli;;c. 

Del har ikkr '"'rl'I rnin 1lenl'igl 1ned dr11111' Bere~oing af Lyshe,a•gcl::-cn inrlcnfor 

cl Syslcn1 al' sn1aa 1\11;.:lrr al gjenoemforP en noja:.:Lil! Beslen1n1cl:;c al' dc1111c, ll\orlil \ilde 

udkr;e,es el s tnrrc Apparal. Jeg har kun s()gl al f're111dragc det cjentlon1n1cli~c \ed tle1111c 

L ybbeYU'gelse, :;u111 for en enkcll J(ugles \ erl ko1nn1cnd(' lacler sig nojagtig be:1tcn1111c og 

derit:jc11nen1 ll o\t•dsage11 og~aa la<ler sig hcrrg'rH' l'or ru San11ing af H11gl1·1-, idrl ll l'rrsi;.:Len 

hcrrned har ';pr·et, dcl:-. al paaYise ~l nlighedt'n af' gjennen1 Systemels upti;;kp E;.:l'll::-kahcr 

al ko111n1e Iii l\111Hl :-kali 0111 Ele1nenterne, so111 'eel deres Liuenhed ~eh 11111ldrai.:r t->ig den 

11middell.Jare lagllaµt•l:.c, drls al aabne Blikkcl for dc•n ~laaende \nalo~i. so111 her af ~i~ 

sclv lra~der fren1 , i111cllr111 dcl antagne S~ sll'1ns 11;.:- Luflarlernes opliske EgcnskalJcr. 

• 

• 
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Rettelse . 
• 

Side 17 , 2den Li nie fra oven: 

• 

• 


