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Dagens program:

Mandag den 25. april
Hierarkiske normalfordelingsmodeller

® Resume af ensidet variansanalysemodel med tilfeldig effekt
estimation af tilfaldige effekter, fortolkning som BLUP estimation, empirisk
Bayes-estimation, Steins sztning

o Tilfeldige regressionslinier

o Hierarkiske flerdimensionale observationer
o Generelle linezre mixed models

e SAS PROC Mixed

e Begyndelse af hierarkiske modeller for eksponentielle familier
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Modellens parametre ..

Modellen har parametrene 1, o2, Uf.
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Hierarkisk model, normalfordeling ..

Fgrst udtages en balle tilfeldigt. Derefter udtages fire prgver tilfeeldigt fra denne balle.
Yj; j'te prgve fra i'te balle.
For fastholdt balle, uafhangige gentagelser.

Yijlpi ~ N(#n(’z) )
Yz‘/’z ~ N(/l,,',(T.ZI,i)

Ballerenheden yi; varierer fra balle til balle:

i~ N(po, 07)
indbyrdes uafhangige
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Vi saetter
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(Signal stgj- forhold)
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= Fordeling af i’te seet

Lad Y; angiver observationer fra i'te udtagne balle.

Y,,Y,,.... Y, er uafhaengige observationssaet
Y, ~ Nm(l—’/ﬂv JZIHL + U}%Jn,)

hvor J,, angiver en n X n matrix med ettaller.

Dispersionsmatricen for Y; er

Vi = DY =E[(Yi— po)(Yi— )]

2 2 2 2
o, +o oy . oy,
: 2 2
UZ 05 +o° .. oy
2 2 2 2
ay aj, .oy to
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Fordeling af hele observationssattet .. *
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Y bestér af ¢ uafthaengige gentagelser med fordeling som Y;

D [Y] =V = Blok diag{V;}
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Estimation (praediktion) af enkelte ballemiddelvaerdier

Det hierarkiske maximum likelihood estimat er BLUP-estimat (best linear unbiased predictor),
et vejet gennemsnit mellem stikprgveresultat og falles middelveerdi

Shrinkage (krympning) mod fzlles gennemsnit.

Empirisk Bayes fortolkning (estimeret apriorifordeling).
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Estimation (przediktion) af enkelte ballemiddelveaerdier

Lgsningen tilfredsstiller
Hi = (1 = w,(3))g; + wi(V) o

et vejet gennemsnit mellem de individuelle gennemsnit 7; og det faelles gennemsnit /i,
med vaegtene (1 — w;(7)) og w;(7y), hvor

V[EIe)
EV[010]] + VIE[0]0]

EV[O10]]
E[V[616]] + VIE[0]6]]

netop er de to bidrag (variationen indenfor balle, og variationen mellem baller) fra

l—w =

opspaltningen af den totale varians

V0] = E[V[0]6]] + VIE[9]6])
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Empirisk Bayes estimat har mindre estimationsfejl end
ML-estimat i systematisk model

Stein’s satning vedrgrende simultan estimation:
(Bemaerkning 1, side 246.)

Ved en systematisk (fixed effects) model for de enkelte balleniveauer estimeres hver balle ved
sit gennemsnit, 7;, med varians o /n.

Betragt den gennemsnitlige estimationsfejl

Rl d()) = 1 E[3 (66y) = )’]

hvor d;(y) angiver estimatoren fi; for det i'te balleniveau.
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Stein’s saetning ..

Betragt opspaltningen af den gennemsnitlige estimationsfejl i varians og bias:

Ripsd()) = 3 E[3 (y) ~ )]
1

_ 1 (y) — E[d])? 1oV =t 146
= E[ {(ey) — D+ (Eld] -] = D (Vidl +?)
hvor &; = E[di] — u; angiver bias for estimatoren d;(y)
Safremt man vaelger maximum-likelihood estimatoren d*(y) = 7, finder man

MLy L o1 2
R(p, d""()) =+ > V] =o/n

idet estimatoren er central (ikke har nogen bias).

Man kan vise (Stein 1955), at sdfremt man benytter empirisk Bayes estimatoren
(y) =wy)y+ (1 - wy)7
geelder for et vilkarligt parametersat p, at

R(p,d"P()) < R(p, d"™())

EB
dz
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Empirisk Bayes estimat som shrinkage estimat
(vejet gennemsnit mellem fzelles middelveerdi og individuelle
gennemsnit)
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For w < 1 vil Ewy] = wp; < i og V[wy] = w?V[yj] < 0%/n

Ved brug af empirisk Bayes-estimatet far vi altsa reduceret variansen pa bekostning af en lille
bias §; = (1 — w)u;.

R(p,d®8()) = % Z[u}zaz/n-ﬁ— (1—w)pd] < % Zaz/n
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Andre eksempler pa hierarkiske modeller, og bestemmelse af
aposteriorifordelinger

1. Tilfeeldige regressionslinier

2. Todimensionale malinger
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Varierende regressionslinier ..

Ramushgjder for 5 drenge ved fire forskellige aldre.

Remushojde

Alder

Systematiske modeller: Vi kunne lave én felles regressionslinie for alle 5 drenge,
eller vi kunne estimere 5 individuelle regressionslinier (en for hver dreng),
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Aposteriorifordeling af regressionskoefficienter

Y en n x 1 dimensional vektor af observationer, og X en n x p dimensional matrix af kendte
koefficienter.

Lad Y | B ~ N,(XB3, ?V) og lad apriorifordelingen af 3 vaere
B ~ N, (B, 0*A)

Aposteriorifordelingen af 3 efter observation af Y =y er

BlY =y ~Ny(B,0°Ty)

hvor N
Bi=Wg+I-W)3

med W= (I+T)"!og B er den sadvanlige mindste kvadraters estimator
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Varierende regressionslinier, tilfeeldig (hierarkisk) model

Data opfattes som en stikprgve af drenge
Y, =XB,+€,i=12,...,k

hvor
6: ~ NZ(ﬁ(hOZF)v €; ~ Nn(07 OZI”) ’

B;, B; er indbyrdes uafhzngige for i # j,

Kovariansmatricen I' angiver kovariansmatricen i populationsfordelingen af intercepter og
haeldninger (med malestgjen o trukket ud som en faktor).
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Flerdimensional normalfordeling ..

3 gentagne kalibreringer af 6 flowmalere, der er udtaget af en stgrre malerpopulation. De 6
malere blev hver kalibreret ved de samme to flow, hen

fel ved 0.5 chmh | procent

0.1 chm/h
rocent
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Flerdimensional normalfordeling, hierarkisk model

X, = po+ 0+ €, i =41,42, . 46; j=1,2,3.

hvor «; er uafhangige, a; ~ Ny(0, X))
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Flerdimensional normalfordeling, variation indenfor malere

Samhorende vierdi
for 3 gentagne
mil

fefl ved 0.5 chmfh i procent

fojl ved 0.1 chm/h
i procent
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Flerdimensional normalfordeling, variation mellem malere

Sambon milosfojl vod 1o flow.

donde af 6 Nowmalore

fefl ved 0.5 chmfh i procent

fojl ved 0.1 cbm/h
i procent
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Flerdimensional normalfordeling, aposteriorifordeling

Lad X | pp ~ Ny(p2, 2), og lad p ~ Np(p2, Zo),
Da er aposteriorifordelingen af p efter observation af X = x givet ved
p| X =x~NWp;+(I-W)x, (I-W)X)
med
W=+ og I-W=3(Z;+32)!
Lad T' = ;X! betegne den generaliserede kvotient mellem variansen mellem grupper og
variansen inden for grupper, da kan matricerne W og I — W udtrykkes ved

W=(I+T)" og I-W=(1+I)"'T
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Generel lineser mixed model ..

n

Y11= Xn.k:@k.l +ZymUpi + €01

Fixed effects 3 (designmatrix X )
Random effects U (“designmatrix” Z )

e~ N,(0,R) og U~ N,,(0,D) uafhengige
u Do
D -
(0w
R og D kendt struktur, men eventuelt med ukendte parametre.
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De hierarkiske modeller som generelle linesere mixede modeller

n

Uldballer:
100 ---0
1 TR
1 100 -0
Xog1 = v L= 01 0. 0
1 AT T R
000---1
R:(Tzlzg, D:U§I7
idet nemlig
uy
U
u= .
uy

angiver det tilfeldige bidrag fra hvert af de syv balleniveauer.
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DU
= Marginal fordeling ..
Marginal fordeling af Y’
E[Y] = X8

D[Y] = V=R+2ZDZ
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= Ramushgjder: .. b
1 8.0 1800 0 --- 0
1 85 1850 0 --- 0
1 9.0 1900 0 --- 0
Xopa=| 195 |, Zws=|1950 0 - 0
1 8.0 0 0 1380 - 0
195 00 0 0 9.5
R =0Ty, D=Ay®I;= Blok diagAs»
idet nemlig
Uy
U
u= )
u10

angiver det tilfeeldige bidrag til intercept, ug,_1, og haldning, us,, fra hver af de fem drenge,
v=1,2...,5
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Generel lineser mixed model ..

n

Er en meget rig klasse af linezere normalfordelingsmodeller

Forstyrrende tilfzeldige effekter (blokke i forsggsplanlaegning)
Interessante tilfeeldige effekter (variation mellem personer)

Kan ogsa Igses i ubalancerede situationer.
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PROC MIXED ..
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Eksempel tilfeldige regressionslinier

PROC MIXED DATA=ramus ;

CLASS DRENG;

MODEL ramus = ald /solution OUTP= pred ;
RANDOM int ald /subject = dreng solution type=un;
run;

Udfgrer estimation af varians-kovarians matrix for intercept og haldning, samt
BLUP-estimation af de tilfeldige effekter.
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Generel lineser mixed model, estimation af effekter

Mixed effect ligningerne
X'R™'X X'R™'Z B\ (XRly
ZR'X ZR'Z+D™! u) \ZRy

Igses ved iteration - og iterativ bestemmelse af parametre i R og D

Estimaterne for u er BLUP-estimater
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PROC MIXED ..
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SUBJECT = specificerer de uafhangige blokke

TYPE = specificerer strukturen af R og D

Mange muligheder for matricerne R og D
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