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Dagens program:

Mandag den 14. februar

Den generelle lineaere model

e Kort om likelihoodfunktion

® Flerdimensional normalfordeling

e Generel linezer model

o Estimation, fordeling af residualer mv
e Test for modelreduktion

® Successiv testning

Eksempel, hjerneblodgennemstrgmning hos malere

v IMM
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Likelihoodfunktion, begreber :

o score-funktion: fgrste afledede af log-likelihood
har middelveerdien nul

o observeret information: anden afledede af log-likelihood (krumning)

o forventet information: middelvardien af den observerede information
Og det er netop dispersionsmatricen for scorefunktionen
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Likelihoodfunktion : e

Kommer fra udtrykket for sandsynlighedstaetheden

Sandsynlighedstaetheden beskriver en hyppighedsfordeling af observationer - for en forelagt
vardi af parameteren

likelihoodfunktionen er en funktion af parameteren - for forelagte vaerdier af observationerne

likelihoodfunktionen beskriver parameterusikkerhed, nemlig grad af overensstemmelse
mellem data og parameter.

, IMM
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Likelihoodfunktion, transformation af parametre :

Lad 0 =0(B) € RF for B€ B CR" med m < k

Da er scorefunktionen (mht 3)

(6 y) = IT 1(05); )

h
'Vor J B @
08
med elementer Py
Ji = 3[5; i=1,2,...,k j=12,...,m
og den forventede information er
Py
i5(0) = —E | 53 003); Y)| = 3T 0a(0(3)) 3
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Normalfordeling :

fly:p,0%) = N x| -1
Vb = (o rotder(s) T 202
So(yny2) =yiZ'ys

et indre produkt p3 R”.

(y-w)S ' (y—p)| foryeRF
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Tilsvarende ortogonalitetsbegreb (svarende til at det indre produkt er nul), og en norm

(defineret ved ||y||s = /d(y.y)-

Med notationen

Dly:p) =y —pl=(y-n'="y -n
bliver taethedsfunktionen
1 -1

f(y:u,az) = m €Xp [202 Dy; H)]
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Generel lineser model:

Model (koordinatfri):

Hy : J7AS] L,
et linezert (affint) m-dimensionalt underrum af R¥
(egentlig pp — py € L

Parametriseret (i koordinater):

Hy : p(B)=XpB
Sgjlerne i X udspaender underrummet L (et lokalt koordinatsystem).
B angiver punkternes lokale koordinater.

Utallige akvivalente parametriske fremstillinger af en given model.
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Normalfordeling, scorefunktion og information :

log-likelihood

{ulpa, %) = ~(2) og(0) = 5 (v = 'Sy — )

Scorefunktion (m.h.t. u)
9 2 1 -1 -1 L
o im0 ) =[BTy -2 = 52y )
Observeret information (m.h.t. u)
1

i = *,Eil .
Hwy) =
afhaenger ikke af observationerne ¥, hvorfor
den forventede information er |
i(p) ==z
o
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Eksempel, seedvanlig endimensional regression:

Ramushgider, afsnit 3.5

Alder (ar) | Hgjde (mm)
Zi Yi
8.0 51.2
8.5 53.0
9.0 54.3
9.5 54.5
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Eksempel, seedvanlig endimensional regression:

Model:
E[Y] = G0+ ixi
o= Bo+ By
po = Bo+ Pz
wz = Bo+ By
e = B+ Py
dvs
nw=Xp
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Generel linezer model, estimation under model:

Koordinatfrit:
maksimum-likelihood estimatet p1 for sattet af middelveerdier f3s ved at minimere D(y; ), dvs
som den ortogonale (m.h.t dy) projektion, p;(y) af punktet y ned pa det linexere underrum, L.

Parametrisk:
Vi bruger (2.11) og (3.9) og far scorefunktionen

55 008.0%3) = | 55| Sy (uiB). %)

0 |y - .
5 36 =X =y -2 'Xg] (3.11)

hvorfor maksimum-likelihood estimatet for (3 fas som Igsning til normalligningen

X'sly = X'S X3 (3.12)

Altséd m ligninger med m ubekendte.

IMM
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Eksempel, seedvanlig endimensional regression:

med
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Generel lineser model, estimation under model: -

Hvis X har fuld rang (m), er der en entydig Igsning, som bestemmes ved
B= (XY 'X)'X'S ly (3.16)

Hatmatricen
H=XX'2'X]'X’

er projektionsmatricen, der overfgrer y til de fittede vaerdier [1 (nemlig sztter hat pa j'erne).

idet nemlig R
B =pr(y) =XB =Hy

Residualerne er N
r=y-Xp3=(I-Hy (317)

IMM
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Generel linezer model, residualer og fittede veerdier: ~
Opspaltning: R
y=XB+r=Hy+(I-H)y
Normalligningen R
X'Ey-XB)=0 (3.19)

viser, at residualerne r = (y — X,B) er ortogonale (mht 37') p3 underrummet, L, udspaendt
af X

IMM
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Bruges ved test af enkelte parametervaerdier

D [X8] = i’X[X'S'X] X' = ¢?H

D [r] = o*(I-H)
rang (frihedsgrader) k — m.

Bruges til at standardisere residualer
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Generel lineser model, fordeling af estimatorer::
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Generel linezer model, opspaltning :: =
D(y:0) = D(y;XB)+ D(Xp;0) (3.20)
= (y—XB)S 'y - XB)+ (XB)S1(XB)
1x-P GOl
111
PO
P eoll
o
L
Poul Th IMM
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Generel lineser model, estimation af o2::

5
o° estimeres ved

s =v'E7r/(k —m)

som er uafthengig af 1
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Generel lineaer model, test af delhypotese:

Delhypotese: € Ly C L

*x-P1()[]

P1(x)
.- 10)-P209)1l

L2 L
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Partielt test, type III opspaltning:

Antag at H; gelder.

Vi vil nu undersgge H; ;1 C H;

Kvotienttestet for H;. 1 under antagelse af at H; kan opretholdes har teststgrrelsen

Fly) = BB/ (m = m,)

P

01U

(3.33)

hvor i angiver de fittede vaerdier under H; og fi angiver de fittede vaerdier under H, ; og s?

angiver residualvariansen under H;.

Testet kaldes det partielle kvotienttest - eller et Type IlI test.

Testet “korrigerer” for alle de effekter, der er i modellen pa det pagaeldende trin.
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Generel lineser model, kvotienttest af delhypotese::

enly) = D(y:pa(y)) k2
. D(y;pi(y)) + D(p1(y); pa(y))
k/2 L
1 B 1
D(pi(y); paly)) T —me
Y Dlymly) L

Kvotienttestet fgrer siledes til F-teststgrrelsen

D(pi(y); pa(y))/(my — mo)
D(y:pi(y))/(k —m1)
der fglger en F(my — my, k — m;)-fordeling (eksakt resultat)
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Successiv testning i hypotesekade:

RgL‘\/,..CLQCL]CL(]CRk,

Type | opspaltning udtrykker successice projektioner ned gennem kaden af underrum.

Stgrrelsen af leddene i Type | opspaltningen kan afhange af raekkefglgen i modelformlen

ron
A weron
[T I R Pro-P200, |

i -eom

I B 2

..... o tPiPzon i
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Successiv testning i hypotesekade:

Type Ill opspaltning svarer til at man fjerner et led - og vurderer reduktionen i model SSQ ve
at fjerne det

sé smider man det ind igen, og fjerner et af de andre.
Type Il opspaltningen afhaenger ikke af raekkefglgen i modelformlen.

| praksis tager man udgangspunkt i en type Ill opspaltning og fjerner mindst betydende - og
mest komplicerede led.
derefter reestimeres - og reduceres

IMM
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Indskud om multikollinearitet:

Det kan ske, at to eller flere af de forklarende variable fglges ad (er nasten lineaert afhaengige)/
Konsekvenser af dette er, at modellen er signifikant, men estimaterne for de enkelte
koefficienter har stor varians (X'X er nasten singuleer). Desuden er fortolkningen af de enkelte
koefficienter hgjst tvivlsom.

Diagnostikker for multikollinearitet udskrives sammen med estimaterne:
TOL; =1— R?

hvor R? er den multiple determinationskoefficient fra regressionen af den i'te forklarende
variable pa de gvrige. Lille TOL er tegn pa multikollinearitet.

V[B  1/TOL,;
VIF,=1/TOL;
Hvis VIF; > 10 grund til bekymring
v IMM
Poul Thyregod, introslide.tex P -

Specialkursus vid stat. foraar 2005

11|
Diagnostikker:

Oversigt over diagnostiske stgrrelser samt parametriseringer i notens afsnit 3.9.1 til 3.9.4
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Eksempel, Blodgennemstrgmningsindeks hos malere: ~
Eksempel pa
o Brug af forklarende regressionsvariabel til korrektion for forskelle i populationer
(Kovariansanalyse)
® Brug af modelformler
® Forskel pa typel og type Il opspaltning
IMM
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Eksempel, Blodgennemstrgmningsindeks hos malere:

Fgrst tegnes boxplot for ISI for de to grupper
Ikke steerke tegn pa forskel

S& proves t-test for to uafhaengige stikprgver
ved brug af FIT-menuen

Tegn ISI mod alder, marker de to grupper hver for sig
Indikation af sammenhzaeng mellem ISI og alder

Korriger for alderseffekten ved stor model:

ISI = ORG ALDER ORG * ALDER

To rette linier

Test for reduktion af model til to parallelle linier:
ISI = ORG ALDER

Nu er effekten af brugen af oplgsningsmidler signifikant.
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