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Vedr. opgave om bilpriser

Udfordringen synes at veere spgrgsmalet om bestemmelse af den fittede vaerdi
af prisen pa en 7 ar gammel Ford, og specielt usikkerheden herpa. Dette notat
angiver forskellige metoder til besvarelse af dette spgrgsmal.

Fittet vaerdi og praedikteret pris.

Fgrste lige en bemaerkning om begreberne “fittet veerdi” og “preedikteret
veerdi” og deres usikkerheder. Ved den fittede veerdi forstas ssedvanligvis
det estimerede kurvepunkt (liniepunkt), 77, som jo netop er udtryk for mid-
delveerdien (her af de logaritmerede veaerdier). Dette kurvepunkt er behaeftet
med en estimationsusikkerhed, V[n] (hidrgrende fra estimationsusikkerheden,

-~

V[3] pa koefficienterne).

Vi vil seedvanligvis bruge den fittede veerdi til at prediktere (forudsige) en
veerdi af logaritmen til prisen pa en tilfeeldig 7 ar gammel Ford. Men nu kom-
mer der et yderligere variansbidrag fra den tilfzeldige variation omkring den
forudsagte middelpris, hvorfor usikkerheden pa preediktionen af log-prisen pa
en tilfeeldig 7 ar gammel Ford bliver V(7] + o2

I dette notat vil vi kun betragte usikkerheden, V[n] pa den fittede veerdi.

Bestemmelse af usikkerheden pa den fittede
veerdi

Udgangspunkter er den linesere normalfordelingsmodel for logaritmen til prisen:
Lpris = Fabr Alder

med estimaterne
Intercept = 12.5449

Ford = —0.4379
Alder = —0.1887



og med den estimerede kovariansmatrix for estimaterne

— 0.0116 —0.0052 —0.0010
D[3] = | —0.0052 0.0085 7.613e —5
—0.0010 7.613e —5 0.0001

Fittet veerdi af log pris og varians herpa
Direkte fremgangsmade
Den fittede veerdi fas som

12.5449
=1[117| —04379 | =12.5449 — 0.379 — 7- 0.1887 = 10.7861
—0.1887

Variansen pa den fittede veerdi fas som

—_
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V[Hl=[1 1 7]D[B][1 1 7] =0.0038 = 0.0615
idet vi benytter, at V[x B] =x D[B] x" (jvf formel (1.7) side 9 i noten).

Den elegante fremgangsmade

Man kan lade SAS-systemet klare nogle af beregningerne ved at udvide
datasaettet med en “observation”, hvor fabrikat er Ford, Alder er 7, men
prisen er uoplyst (et punktum). Hvis man i menuen for output variable
under Fit beder om “predicted” far man netop veerdien 10.7862 for denne
observation.

Det folger af udtrykket efter formel (3.23) i noten, at variansen for en
fittet veerdi kan udtrykkes ved diagonalelementet i hat-matricen som:

V(] = 0% hy; ;

Diagonalelementet i hat-matricen svarende til “observationen” for den 7 ar
gamle Ford fas ved - i menuen for outputvariable - at bede om hatdiago-
nalelementerne. Man far hag o5 = 0.0670 og da o = 0.0563 har man altsa

—_

V[7as] = 02 - hagos = 0.0038 = 0.0615”



Fittet veerdi af pris og usikkerhed herpa
Ved konfidensinterval

Man far et 95% konfidensinterval for log pris som

7 tor, 75 - V[ias] = 10.7861 + 2.048 - 0.0615 = { igg?

Dette interval geelder eksakt under forudsesetning af normalfordeling af loga-
ritmerne.

Da transformationen p = exp(n) er monoton, overfgres 95% konfidensin-
tervallet for n i et (ligeleds eksakt) 95% konfidensinterval for p ved denne
transformation, hvorfor intervallet for kronebelgbet bliver (42 623 kr; 54 833 kr)

Ved brug af fejlophobningsloven

Fejlophobningsloven angiver approximationen
Elg(X)] = g(E[X]) V[9(X)] ~ ¢'(E[X])*V[X]
For Y = ¢g(X) = exp(X) med ¢'(X) = exp(X) far man
E[Y] ~ exp(pa) VY]~ exp(2p.)V[X]
hvorfor
Hpris = €xp(10.7861) = 48 344 kr
og

—_

V[fipris] & exp(2 - 10.7861) - 0.0038 = (2 980 kr)?

Ved angivelse af eksakt middelvaerdi og varians

I denne situation med normaltfordelte logaritmiske veerdier kan man godt
beskrive den eksakte fordeling af kronebelgbene, idet den sakaldte logar-
itmiske normalfordeling er velbeskrevet. Den logaritmisk normale fordel-
ing, LN(a, 3?) betegner den fordeling, hvis logaritmerede veerdier fglger en
N(a, 3?) jvf. afsnit 1.4.1 i noten.



Lad X € N(pz,02), da geelder for Y = exp(X) at Y € LN(ay, 3?) og at

Y] = explas +55%)
VIY] = (ELX)) {exp(82) — 1)
Vi far derfor estimaterne

Lpris = €xp(10.7861 4 0.5 - 0.0038) = 48 436 kr

0g

—

V[iipris] = (48 436)* - [exp(0.0038) — 1] = (2 989 kr)?

Belysning af approximationsfejlen

I denne situation med normaltfordelte logaritmiske veerdier kan vi altsa ek-
splicit vurdere approximationsfejlen.

Lad X € N(pz,02), da geelder for Y = exp(X) at Y € LN(ay, 3?) og at

Y] = explas+ 55)
VY] = (E[X])2 {exp(82) — 1} = exp(20, + 52){ exp(57) — 1}

dvs
Elexp(X)] > exp(E[X])

hvor lighedstegnet kun geelder for V[X] =0

Den relative fejl ved at benytte exp(E[X]) som approximation til E[exp(X)]
er 1 —exp(—a?/2). Jo stgrre varians pa X, desto stgrre er den relative fejl.

Approximationen til variansen er
VY] ~ ﬁg exp(2ay)
Jo stgrre varians, 32, desto storre er afvigelsen fra den eksakte veerdi

VIY] = exp(2a, + 82){ exp(82) — 1}



