Antal Antal B(770,0.0014) | P1(770,0.460,319.1)
afvi- | stikprg-
gende ver . | Forv. (%?}%7})2 Forv. (‘)I)S;O#
Zi
0 131 | 75.47 40.85 | 130.64 0.00
1 38 | 83.83 25.06 | 42.52 0.48
2 28 | 46.50 7.36 | 21.96 1.66
3 11| 17.17 222 12.74 0.24
4 4| 4.75 7.79 1.85
) 5| 1.05 4.91 0.00
6 51 0.19 37.19 3.16
7 21 0.03 2.06 1.91
8 3 - 1.36
9 2 - 0.90
alt 229 112.68 6.14

Man finder ialt z, = Zfi? z; = 254 afvigende lag i de 229 prgver, dvs Z, =
254/229 = 1.11 afvigende/pr prave, hvorfor man har h, = 1.11/770 = 0.0014
afvigende/pr lag.

Man ville umiddelbart modellere fordelingen af antallet af afvigende lag ved
en binomialfordeling med n = 770 og den estimerede defektandel p = 0.0014.

Man beregner goodness of fit teststgrrelsen svarende til en generaliseret li-
nezr model for binomialfordelte malinger (kun interceptled),

G*(H;) = 2 {Z ziIn(h;/hy) + Z(nZ —z)In[(1 = hy) /(1 — EJF)]}(?.S)

= 2 {Z n; [hiIn(h;/hy) + (1 — hy) In[(1 — h;) /(1 — hy)]] } ,

hvor

angiver de observerede relative hyppigheder i henholdsvis den ¢’te gruppe og
i totalmaterialet.
Kvotientteststorrelsen svarer til de vaegtede deviansbidrag (med vaegtene n;)

d(hi; hy) = 2n; [hiIn(hi/hy) + (1 = hy) In[(1 — hy) /(1 — hy)]]
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Man finder G?(H;) = 273.4, der skal sammenlignes med fraktilerne i i en
x%(228)-fordeling. p-vaerdien er lidt mindre end 5%, sa der er indikation af
overdispersion i forhold til binomialfordelingen.

7.2.2 Formulering af hierarkisk model

Vi vil modellere variationen af fejlandelen i partiet fra parti til parti ved en
Beta-fordeling.

X ~ Bet(a, ) hvis teethedsfunktionen for X er

I'(a)l
fx(x) = %xa_l(l —2)"t for0<zr <1
med 0 < o og 0 < f3.
Der geelder:

Safremt Z|u ~ B(n, ) og u ~ Be(a, ), da er den marginale fordeling af Z
en Pl(n, a, a + ()-fordeling. (en sakaldt Polya-fordeling).

En diskret fordelt stokastisk variabel X, der kan antage veerdierne 0,1,2,...,n,
siges at fglge en Polyafordeling, hvis X har frekvensfunktionen

(n) MNa+z) T(B—a+n—x) T(H)
I(a) FB-a)  T(B+n)

for z=0,1,2,...,n

(7.9)
hvor o > 0 og B > 0 er reelle tal og hvor n er et positivt heltal.

Kort skriver vi X ~ PL(n,a, 3)
Nar Z|pu ~ B(n, 1) og i ~ Be(o, 3) finder man momenterne i den marginale
fordeling af Z som

(7.10)
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med

R
idet
Bl = m=
Vi = af (1 —m)

(a+P)2(a+B+1) a+pB+1

For den relative hyppighed Y = Z/n geelder:

EY] = 7
(1l —m) 1
VIY] = ————=~ —
i L+~ (wrn)
hvor faktoren
(1 —m)

T Eln(1 — p)] = E[V(1)]

udtrykker den “gennemsnitlige” binomialvarians.

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

7.3 Hierarkisk model for empiriske varianser

for normaltfordelte variable

Til illustration af versatiliten af modelapparatet betragter vi her en hierarkisk

model for varianser i normalfordelingsmodeller.

7.3.1 Den systematiske model

Betragt et tosidet skema af observationer:
Xij, g=1,2,...,n;, 1 =1,...,k, og seet som vanligt

n;

SAKZ = Z(.TU _Ei+>2

j=1
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med

I
Tiy = n—z Z Lij
7=1
Antag, at X;;|(pi, 07) ~ N(pi, 07), og Xij, j = 1,...,n; er betinget uafheen-
gige givet saettet af (u;,02),1=1,...,k.
Vi har da, at fordelingen af SAK; er

SAK;|o} ~ alx*(fi)

med f; = n; — 1. SAK,,...,SAK} er indbyrdes uatheengige,og fordelingen
af SAK,; atheenger ikke af p;.
Betragter vi specielt de empiriske varianser

SAK;
g2 = 220
fi

(7.15)

har vi at
Silot ~ ol XP(f)/ 1 s
eller, udtrykt ved gammafordelingen:

Silor ~ G(fi/2, o7/(£:/2))

Behandlingen af fordelingsforholdene for S? er saledes blot et specialtilfaelde
af tilsvarende modeller for gammafordelte variable. Pa grund af den seerlige
interesse, der knytter sig til de empiriske varianser fra normaltfordelte obser-
vationer, vil vi alligevel her give en beskrivelse af fordelingsforholdene i dette
specialtilfeelde.

7.3.2 Den tilfaeldige model
Under en tilfaeldig model vil det veere naturligt at betragte

o € RGam(a, 3) , (7.16)

hvilket er det samme som

% ~ G(a,1/8) , (7.17)

2
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Det folger af egenskaberne for den reciprokke gammafordeling, at

0g
2 _ B _ E[o?
Vie'] = (a—12(a—2) a—2

Dvs den relative spredning i fordelingen af o2 er

VV[o?]/E[0?] = 1/Va —2 (7.18)

7.3.3 Fortolkning af parametre i strukturfordelingen af

0.2

I stedet for parametriseringen af fordelingen af o2 ved a og 8 vil vi indfgre
en parametrisering, der er relateret til y2-fordelingen.

Der geelder

Szetning 7.3.1 Fortolkning af strukturfordelingen af 1/0* som en
x2-fordeling

Antag, at strukturfordelingen af o2 er som i (7.17), dvs 0 ~ RGam(«, 3).
Da geelder

1 1

= oy X’ (v), (7.19)

med o2 = E[0?] og v = 20

Bevis:
Indfgrer vi v = 2a 1 (7.16), har vi

5 ~G/2,1/5), (7.20)
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dvs formparameteren er v/2 og skalaparameteren er 1/3. Der geelder

Elo?] = % : (7.21)
hvorfor vi kan udtrykke parameteren 3 som
B=w-2)o; /2, (7.22)
hvor vi har sat
ot = E[o?] (7.23)

Vi kan udtrykke gammafordelingen (7.16) som en y*-fordeling ved x?(f) =
G(f/2,2), dvs

1 r

— ~ — .24

5~ 55 ), (7.24)
eller, idet vi udtrykker skalaparameteren 3 ved forventningsveerdien, of af
o? (jvf (7.22)), har vi at

L a2l -207), (7.25)

o2
hvilket er det samme som (7.19). \Y

Bemeaerkning 1 Parameteren v betegnes undertiden “frihedsgra-
derne” i fordelingen af 1/0?

Pa grund af relationen (7.19) betegner man undertiden parameteren v som
“frihedsgraderne i fordelingen af 1/0% 7. Vi bemaerker dog, at parameteren
v ikke behgver veere heltallig.

Det folger af (7.18), og af relationen v = 2«, at parameteren v er bestemt
ved den relative spredning i fordelingen af 0. \Y

Figur 7.1 viser et eksempel pa fordelingen af o

7.3.4 Marginal fordeling af stikprgvevariansen

S=tning 7.3.2 Den marginale fordeling af S? ved reciprok gamma
strukturfordeling

Safremt S?|o? € o*\2(f)/f og 1/0? € 02(;_2) X*(v), da er den marginale
0

fordeling af S? givet ved
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Figur 7.1: Strukturfordeling af sand varians, o2 for v =4, 02 = 1

1.0

0.5

0.0% : : : : : : : : : :
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o2

—2
S? e RBet(y/Q, /2, VT a§> (7.26)
hvor RBet angiver en sakaldt reciprok betafordeling. Safremt v < 2 har
fordelingen af S? ingen middelveerdi. For 2 < v har fordelingen af S? mid-
delveerdien

E[S?] = E[0?] = o} (7.27)

For v < 4 har fordelingen ingen varians. Safremt 4 < v, har fordelingen af
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S? variansen

vis? = o) [y, 2w/ (7.28)

\Y

Den simultane fordeling af variansen, o2, og af stikprgvevariansen (den em-
piriske varians), S?, er illustreret i figur 7.2

Figur 7.2: Simultan fordeling af empirisk varians , S, bestemt i stikprgve pa
n =5 og sand varians o2
(Strukturfordeling af 0% som i figur 7.1.)

0.0448 1

0.0299 1

0.0149 1

i
":

7

i
,,’,’, u

//

0.0000
8.00

Figur 7.3 viser den betingede fordeling af den empiriske varians, S?, svarende
til en givet veerdi af o2, (0% = 1), og figur 7.4 viser den marginale fordeling
af den empiriske varians, s2, svarende til fordelingen i figur 7.2. Det ses, at

284



den marginale fordeling af S? har tykkere haler, end den betingede fordeling
i figur 7.3.

Figur 7.3: Betinget fordeling af empirisk varians, S2, bestemt i stikprgve pa
n =5 for en sand varians, 0% = 1.

0.7
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0.5

0.4

0.3

0.2
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0.04

S2

Bemarkning 1 Den marginale fordeling af S* udtrykt ved F-fordelingen

Ved at udnytte relationen mellem RBet-fordelingen og F-fordelingen finder
man, at der geelder

1 v
@ € m F(l/, f) y (729)
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Figur 7.4: Marginal fordeling af empirisk varians, S?, bestemt i stikprgve pa
n=>5
(Strukturfordeling af o2 som i figur 7.1.)
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s2

hvor F(v, f) angiver en stokastisk variabel, der fplger en F-fordeling med
frihedsgraderne (v, f). \Y

7.4 Normalfordelingsmodeller med tilfeldigt
varierende varians.

Som et ikke-trivielt eksempel pa en hierarkisk model betragter vi normalfor-
delingsmodellen
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Yilo? ~ N(u,0?) (7.30)

hvor

1/o} ~ G(a,1/8) (7.31)

hvor ¢ er indbyrdes uafengige.

Da geelder, at den marginale fordeling af Y; er sadan, at

hvor t(2a/) er en t-fordeling med 2« frihedsgrader, dvs en fordeling med tyk-
kere haler end normalfordelingen.

7.5 Generel formulering af hierarkiske mo-
deller for exponentielle dispersionsfami-
lier

Den ide, der la bag formuleringen af (apriori) fordelingen af p i de betragtede

situationer, var at kernen i likelihoodfunktionen for p ogsa optradte i den

valgte teethed for p. Ideen kommer tydeligere frem, hvis vi betragter reprae-
sentationen ved den kanoniske parameter.

Betragt en eksponentiel dispersionsfamilie som indfgrt i (4.5)
Fr(y;0,0) = cly, A) exp[MOy — £(0)}] for 6 € (7.32)

med middelveerdirum M = 7(Q) og variansfunktion V(u). Lad m € M og
betragt

go(0;m, ) = exp{[fm — x(6)]/7} (7.33)

C(m,v)

med integrationskonstanten

C(m,y) = / exp{[fm — x(0)]/7} 46

for all (positive) values of v for which the integral converges.
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Udtrykket (7.33) definerer en teethedsfunktion for en sandsynlighedsfordeling
for . Den herved definerede fordeling kaldes den standard konjugerede for-
deling for § svarende til (7.32). Begrebet har sin rod i teorien for Bayesiansk
inferens, hvor begrebet benyttes til at beskrive en familie af apriorifordelin-
ger, hvis teethed har samme struktur som likelihood-kernen (se Consonni and

Veronese [28])

Nar variansfunktionen for familien (7.32) er hgjst kvadratisk, svarer den stan-
dard konjugerede fordeling for p til den standard konjugerede fordeling for
6. For den inverse Gauss fordeling er den standard konjugerede fordeling for
w en udartet fordeling (se [37]).

Nar variansfunktionen for familien (7.32) er hgjst kvadratisk har parametrene
m og 7 en simpel fortolkning ved middelveerdiparameteren p = 7(6), nemlig

m = E [y (7.34)
_ Vi
1T OEWG (7:39)

hvor = E [Y]0], og hvor V(1) angiver variansfunktionen. For et bevis se fx.
Pukelsheim [27].

The parametrization of the natural conjugate distribution for u by the para-
meters m and ~ has the advantage that location and spread are described by
separate parameters. Thus, letting v — 0, the distribution of y will converge
towards a degenerate distribution with all its mass in m.

Specifically, we shall consider the following hierarchical model:

e Conditional on the subgroup mean, p;, the measurements, Y;; are iid

e The subgroup means, u; are iid random variables following the natural
conjugate distribution on pu.

It then follows that the marginal mean of Y;; is

E [y = E [E [Yylull = E 1] = m (7.36)
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and furthermore the marginal variance of Yj; is
VIV, =BV Yyl +V [E [Yylull = EV(w]/A+V [y (7.37)

Thus, the parameter, v, in the distribution of the group means reflects the
usual decomposition of total variation into within-subgroup and between-
subgroup variation. As the variation, V(u), within a specific subgroup de-
pends on the subgroup mean, u, the within-subgroup variation is understood
as an average within-subgroup variation, E [V (u)].

The marginal distribution of the subgroup means, Y;, has mean and variance

EMN] = EEMlW—El]=m (7.38)

VI = EV@lat ) =EVln+ D). (739

An; n;

where we have introduced the dispersion parameter, o = 1/ for the within-
group distribution.

Thus, the variance in the marginal distribution generally exceeds the average
variance in the within group distributions (i.e. whenever V [p] > 0]). This
phenonemon is sometimes referred to as overdispersion.

Measurements, Y;; and Yj;, in the same subgroup are correlated with intra-
group correlation

_ Cov [Yij, Yie) _ V [u] _ v
VI EVWIAHVI 1A+

Pu (7.40)

Introducing the dispersion parameter, 02 = 1/ for the within-group distri-
bution, the intragroup correlation (7.40) may be expressed in terms of the
within group dispersion parameter, o2, and the between group dispersion
parameter, -,

Y
o= (7.41)
and hence,
Pw 2
= 7.42
! - Pw 7 ( )

The variance in the marginal distribution of group averages may thus be

expressed in terms of either within group variance, o3, and intergroup cor-

289



relation, or between group variance, 0% and intergroup correlation as

Vi = B (2 ) (7.43)
— V[ (1+ 1;wp“’ ni) (7.44)

Now, consider the between group sum of squares,

N
SSQp = ni(Yi—Y) (7.45)
=1

with Y denoting the usual (weighted) average of the subgroup averages, Y =

2 Yl 3

It may be shown that
E [SSQp] = (k — 1)E [V(1)](0* +107) , (7.46)
with )
(k=1)>;n

denoting an ‘effective average sample size’. Thus, a natural candidate for a
method of moments estimate of the between-group dispersion, -, is

(7.47)

Ng =

$3=Y m(Vi-V)/(N-1) (7.48)

with expected value

E [S3] = E [V(W](0® +noy) = 0’E [V(1)] +noV [1] , (7.49)

7.6 Aposteriorifordeling

Vi fortseetter stilen fra det foregaende afsnit og starter i afsnit 7.6.1 med
en generel formulering af aposterifordelinger for kanoniske parametre efter
observation af Xy, Xo,..., X, frembragt af samme 6. Essensen i afsnittet er,
at man opdaterer apriorifordelingsparametrene m og «y ved relationen (7.55),
og sa folger preediktive fordelinger etc ved at mixe med denne opdaterede
fordeling. Opdateringen er resumeret i tabellerne side 298 til 300.
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7.6.1 Generelle resultater vedrgrende aposteriorifor-
delinger

Seetning 7.6.1 Aposteriorifordeling svarende til konjugeret apri-
orifordeling for saeedvanlige dispersionsmodeller

Lad Xi, Xs,..., X, veere uathesengige (for givet #), frembragt med samme 6
og med taethed

g(|0) = d(z) exp{[fz — r(0)]/0”} (7.50)
og lad apriorifordelingen af 6 veere den konjugerede fordeling med teethed
1
w(f;m,y) = exp{|m — k(0)]/v 7.51
( ) Con) {l )1/} (7.51)
Da afhaenger aposteriorifordelingen af 6 efter observation af
Xy =ux,...,X, =z, alene af n og 7.
Teetheden i aposteriorifordelingen af 6 efter observation af X; = x,..., X, =
X, er

w(@ | ZXZ/n = f) = m exp{[0m1 — k(0)]/11} (7.52)

med

m/y + nzx/o*
C g = Y NT/O7 7.53
my Mapost 17+ 102 ( )
1
P S 7.54
71 “Yapost 1/7+n/02 ( )

Aposteriorifordelingen for 6 er saledes af samme form som apriorifordelin-
gen. Der er blot foretaget en opdatering af parametrene m og ~.

Bevis:
Folger umiddelbart ved opskrivning af udtrykket for aposteriorifordelingen,
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og benyttelse af at Z = >~ X; er sufficient for 6 i den betingede fordeling af
Xq,..., X, for givet 6.
\Y

Bemeaerkning 1 Opdatering af apriorifordelingens parametre

Vi bemeaerker, at aposteriorifordelingen af 6 er af samme form som apriorifor-
delingen. Der er blot foretaget en opdatering af parametrene m og . Opda-
teringen er af formen:

1 1
= +n/o?
’yapost 'Vapriori
(7.55)
Mapost Mapriori _
p _ priori +n ZE/O'2
/Yapost /Yapriori

hvor z = z/n = > x;/n.
Idet vi erindrer (ssetning ?7?), at parameteren 1/v = E[V (u)]/V[p] er et ud-
tryk for den relative preecision i fordelingen af 6 i forhold til preecisionen i
fordelingen af malestgjen, finder vi saledes, idet

Viplz]

VYapost = W ) (7'56)

at

den relative preecision i aposteriorifordelingen er summen af den relative
aprioripraecision og den relative stikprgvepreecision,

hvor den relative preecision af stikprgven males som antallet af stikprgveen-
heder divideret med dispersionsparameteren o2.

Groft sagt, kan man altsa fortolke parameteren 1/+ i apriorifordelingen som
den aprioripreecision, der svarer til en stikprgve af stgrrelsen o?/v fra en
given gruppe. For “y = 0o 7, d.v.s. 1/ = 0 har man en “ikke-informativ”
apriorifordeling.

Sammenholder vi (7.55) og (7.56) ser vi, at
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forholdet mellem aposteriorivariansen V|[u|Z] af  og aposteriorimiddelveer-
dien

E[V(n)|z] af variansfunktionen V' (p) atheenger alene af stikprgvesterrelsen
n (og aprioriforholdet Ypriori), men ikke af det aktuelle stikprgveresultat z.

Vi kan saledes bestemme aposteriorivariansen V|[u|Z] ud fra aposteriorimid-
delveerdien E[V (u)|z] af variansfunktionen V(i) ved

E[V(1)7]

V{u|Z] = Yapost E[V (10)|Z] = 7.57
18] = e EV ()] = 7= (7.57
\Y
Bemarkning 2 : Aposteriorifordelingen af 1 nermer sig en et-
punktsfordeling
Vi ser, at

Yapost — 0 for n — oo

Endvidere finder vi, at

- 2
mapriori/ﬁ)/apriori + n.CIT/O' _
Mapost = — T for n — oo

1/")/apriori + TL/O'2

For store stikprgvestgorrelser vil aposteriorifordelingen af p saledes neerme sig
en étpunktsfordeling omkring stikprgvegennemsnittet .

\%

Bemeaerkning 3 : Den praediktive fordeling af nye observationer
fra samme gruppe

Lad X1, X5, ..., X, og X’ veere sadan, at for fastholdt 6 er

X1, Xo, ..., X, X" uatheengige og identisk fordelte med en teethed g(-|0) gi-
vet ved (7.50), dvs. X’ er frembragt af det samme 6 som X’erne, og lad
apriorifordelingen af 6 vaere den konjugerede med taetheden w(60;m, ) givet

ved (7.51).

Den preediktive fordeling af X’ er af samme form som den marginale
fordeling af X. Der er blot foretaget en opdatering af parametrene m og ~.
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Lad X7{,..., X/ angive et saet nye observationer, der er uatheengige og iden-
tisk fordelte, og med samme fordeling som X1, ..., X, dvs specielt frembragt
med samme veerdi af 6.

Lad Z' = Z;Zl X angive summen af disse nye observationer, og lad

X' =Z7'|r= ZX;/T
=1

angive gennemsnittet.

Den preediktive fordeling at Z " og af X’ er af samme form som fordelingen
af hhv Z =3~ X; og X. Der er blot foretaget en opdatering af parametrene

m og 7.

Vi kan derfor benytte (7.38) og (7.39) til beskrivelse af momenterne i den
preediktive fordeling af Z’ og X "/, og vi finder at momenterne i den praedik-
tive fordeling af gennemsnittet X’ af r fremtidige observationer er:

E[Y+|j] = Mapost (758)
2

VX7, |7 = E[V(u)i] (vapost—i—%) (7.59)

Tilsvarende har vi for den preediktive fordeling af summen Z’ af r fremtidige
observationer

E[Z,|j] = T Mapost (760)
V[Z'lZ] = rE[V(@)]Z](0® + 7 Yapost) (7.61)
\
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Bemeaerkning 4 : Forventningsverdien i den prediktive fordeling
er et vejet gennemsnit
Forventningsveerdien i den preediktive fordeling af X’ er

m/y + nz/o?

R / JR— JR— R JR—
mapost_E[X ’Xl_xlaXQ_x27"'7Xn_xn]_ 1/’7+n/02

Der geelder
E[V(1)] x m +nV[u] x /0

Mot T TRV ()] + V[l /o7
Aposterioriforventningsveerdien af en fremtidig observation fra den givne
gruppe er saledes et vejet gennemsnit mellem aprioriforventningsveerdien,
m, og stikprgvegennemsnittet z, hvor vaegtene er de tilsvarende komponen-
ter i opspaltningen af den totale variation.

Mapost = WnMapriori 1 (1 - wn)ff (762)
med
o? ny
Wy, = — og l—w,=—
o° 4+ ny o° 4+ ny

Parameteren v i den praediktive fordeling af X’ er

0.2

P)/apost = W (1 — wn) (763)

\Y

Bemeaerkning 5 : Fortolkning af den prediktive forventningsverdi
som lineer prediktor

Lad situationen veere som i den foregaende bemsaerkning. Da kan forvent-
ningsveerdien i den preaediktive fordeling af X’ fortolkes som regressionen af
X' pa T ved udtrykket:

mapost =m+ (1 - wn)(i' - m) (764)
med ,
_ _ o _ _ _ny
Wn o +ny og 1—wy o + ny
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Vi kan fortolke veegten

1 —-w, =

som koefficienten til Z i regressionen af X’ pa = i den simultane fordeling af

X og X'.

Jo stgrre veerdi af ny, d.v.s jo mindre aprioripreecision, 1/, (eller jo stgrre
stikprovesterrelse, n), desto storre veegt far stikprovekorrektionen, (z—m) til
aprioriforventningsveerdien, m, ved fastsaettelsen af aposterioriforventnings-

veerdien.

7.7 Aposteriorifordeling for Poisson Gamma

model

Vi betragter modellen fra afsnit 7.1.2, dvs vi betragter Z|u ~ P(nu), hvor

ny  COV[X, X'|

o2+ny  V[X]

fordelingen af u er en G(«, §)-fordeling.

Aposteriorifordelingen af i efter observation af Z = z fas da af

h(plz)

_ fu,z(,ua z;Q, ﬁ)
9z(%; @, 3)

hvor f, .(u, z; o, B) er den simultane teethed for p og Z,
fu,z(:ua zZ; Q, B) = fZ|;L(Z; u)fu(u, a, ﬂ)

og gz(z; o, #) angiver den marginale sandsynlighed for Z = 2.

Idet

f21u

fu(ﬂ? a, ﬂ)

S

finder man ved at betragte faktorerne, der indeholder u

hulz) = C(n,za,B) (np)? exp(—np)p®" exp(—pn/fB)
= Ci(n,z, o, 0) W2 Lexp(—p(n + 1/0))
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der identificeres som kernen i en G(z + «, 1/(n + 1//3)) fordeling, og sa ved
man jo godt, hvordan normeringskonstanten C(n, z, o, 3) skal se ud.

Det vaesentlige er, at man har konstateret at aposteriorifordelingen af i efter
observation af Z = z er en G(z + «, 1/(n + 1/3))- fordeling, for sa ved man
ogsa at

_a+z  m/y+n(z/n)

- 1/B+n 1)y +n

i overensstemmelse med (7.53).

Elul2]

7.8 Normalfordelingen som miksturfordeling

I stedet for at benytte den standard konjugerede fordeling som miksturfor-
deling ser man undertiden at man modellerer den tilfeeldige variation ved en
normalfordeling af den kanoniske parameter (for binomialmodel, altsa nor-
malfordeling af logit’erne).

En sadan fremgangsmade kaldes ofte en generaliseret lineszer mixed model,
mens brugen af en standard konjugeret fordeling kaldes en hierarkisk ge-
neraliseret lineser model, jvf Lee, Y. and Nelder, J. A. (1996) Hierarchical
Generalized Linear Models (with discussion). Journ. Roy. Statist. Soc. B, 58,
619-678 og Lee, Y. and Nelder, J. A. (2001) Hierarchical Generalised Linear
Models: A Synthesis of Generalised Linear Models, Random-Effect Models
and Structured Dispersions. Biometrika, 88, 987-1006.
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86¢

X —ms V=V (14 1)
' v
Stikprgve- Struktur-
fordeling p=EXI0] | V() fordeling m=E[u] | E[V(u)] Vi Reference
B ‘) £V (]
o' (1l —m) 1 ‘
B(1, p) P (1l — ) p € Be(a, 9) M= 3 T "7 Afsn. 6.2
1= p 8 | va+w 1 |
Geo(1,p) — (1 + ) p € Be(a, 9) = o [ o Afsn. 6.3
o} 1
P(u) I 1 pe Gla,1/5) m = 3 m 3 Afsn. 6.4
g m? 1 ,
Ex(u) I u? p € RGam(a, 1/8) | m = p— - ] Afsn. 6.5
N(p, 0?) o o? N(m, o?) m o? of/a? Afsn. 5.3




Momenter i de marginale fordelinger ved hierarkisk variation
Z=X1+Xo+ ---+X,; Y=Z2/n
EY]=m

66¢

Stikprave- Struktur- Marginal
fordeling fordeling fordeling w = E[X]0] Vip) m = E[u]
af Z w(-) af Z
a
B B Pl 1-— =
(mp) | peBead) | Plnaa+s) | p |ul-p)| 7=t
1—
NB(np) | pEBe(af) | NPUngatp) | =L p(ltp) | =g
a
P(npu) peGla,1/6) | NB(a,5/(8+n)) [ p m=g
G(n,u) | p€RGam(a,1/8) | RBet(a,n, f) u o fm=2

Tabel 7.1: Momenter i de marginale fordelinger ved hierarkisk variation




00€

Aposteriori-

Stlkpr'@ve— Struk’Fur- fordeling af u Preediktiv
fordeling fordeling . , Reference
af 7| w(-) efter observa- fordeling af Z
tion af Z =z
Z|p € B(n, p) p € Be(q, ) Be(a+ z,0+n — 2) Pl(r,a+ z,a+ 4+ n) Afsn 8.3.2
Z|p € NB(n,p) p € Be(a, ) Be(a+n, 3+ z) NPI(r,f+ z,a+ [ +n+z) | Afsn 8.3.3
Z\p € P(np) pe Gla,1/8) Gla+2,1/(B4+n)) NB(a+ 2, (B+n)/(B+n+7r)) | Afsn 8.3.4
Zlp € G(np) p € RGam(a, 3) RGam(a +n, 5 + 2) RBet(a +n,r, 3+ ) Afsn 8.3.5
HE N(m17 U%)
Z|i € N(nu, no?) w € N(m, o) my = % N(nmy,ro? + r?o}) Afsn 8.3.6

1/o?=1/c}+n/o?

Z|o* € a**(f)

0? € RGam(a, 3)

o? € RGam(a+ f/2,8+ 2/2)

RBet(a+ f/2,1/2, 2+ 20)

Aposteriorifordelinger for endimensionale eksponentielle familier med naturlige konjugerede

strukturfordelinger I linien for o%y2-fordelingen angiver Z’ en kvadratafvigelsessum med r frihedsgrader.




Kapitel 8

sasdata

Nedenstaende data (fra Danmarks Statistik) angiver antallet af fadsler i hvert
af arene 1963 til 1976 samt antallet af disse, hvor barnet var dgdfgdt.
Registreringerne er opdelt efter hvorvidt moderen var gift, eller ugift pa tids-
punktet for barnets fodsel.

Vurder udviklingen i andel af dgdfgdte bgrn i denne periode.

OPTIONS LINESIZE=75 PAGESIZE=58;
TITLE ’Andel dodfodte born’;
DATA FODSL;

INPUT aar STA$ fodsl dod;

IF STA= ’ugift’ THEN STATUS=0;
IF STA = ’gift’ THEN STATUS = 1;
ANDEL = DOD/FODSL;

MYAAR = AAR -1963 ;

CARDS;

1963 ugift 7420 103

1964 ugift 7877 93

1965 ugift 8223 111

1966 ugift 9085 102

1967 ugift 9114 92

1968 ugift 8395 85

1969 ugift 8145 92

1970 ugift 7898 87
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1971 ugift 9370 85

1972 ugift 10980 103

1973 ugift 12419 93

1974 ugift 13515 104

1975 ugift 15792 129

1976 ugift 15795 123

1963 gift 75941 845

1964 gift 76385 813

1965 gift 78815 831

1966 gift 80122 773

1967 gift 73011 623

1968 gift 66784 551

1969 gift 63764 520

1970 gift 63508 517

1971 gift 66609 535

1972 gift 65102 474

1973 gift 59999 430

1974 gift 58253 337

1975  gift 56762 354

1976 gift 49903 308

RUN;

PROC LOGISTIC;

MODEL DOD/fodsl = MYAAR;

OQUTPUT 0UT= alle PRED= FIT
RESCHI = CHIRES RESDEV=DEVRES ;

RUN;

PROC PRINT DATA = ALLE;

VAR MYAAR ANDEL FIT CHIRES DEVRES;

PROC SUMMARY DATA = alle ;

VAR CHIRES DEVRES;

OQUTPUT 0UT=SUMMOD1 USS=SUMCHI SUMDEV;

PROC PRINT;

PROC SORT DATA=FODSL ;

BY STATUS;

PROC LOGISTIC;

MODEL DOD/fodsl = MYAAR;

OUTPUT OUT= opdelt PRED= FIT
RESCHI = CHIRES RESDEV=DEVRES ;
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BY STATUS;

RUN;

PROC PRINT DATA = opdelt;

VAR MYAAR ANDEL FIT CHIRES DEVRES;
PROC SUMMARY DATA = opdelt;

VAR CHIRES DEVRES;

OUTPUT 0UT=SUMMOD2 USS=SUMCHI SUMDEV;
BY STATUS;

RUN;

PROC PRINT;

RUN;

* tex/stat3/udgl02/bustilf.sas *
DATA sasdata.bustilfr ;

INPUT fors mutil util bog tilf mtilf ialt;
Utilfr = mutil + util ;

andel = Utilfr/ialt ;

logit = log(andel/(1-andel));

CARDS;

0 234 559 1157 5826 2553 10329

2 41 100 145 602 237 1125

5 42 76 89 2564 72 533

7 35 48 39 95 27 244

3
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