Kapitel 6

Generelle lineaxere mixede
modeller

6.0 Introduktion

De hierarkiske linesere normalfordelingsmodeller, vi betragtede i det foregaende
afsnit, er specialtilfzelde af en generel klasse af modeller, de sakaldte gene-
relle linesere mixede modeller (General linear mized models). 1 det folgende
skitseres for referenceformal den generelle teori for denne modelklasse. For
en mere udferlig beskrivelse henvises til Pawitan [32] eller Pinheiro og Bates
26].

6.1 Formulering af den generelle linesere mixed
model

Modellen

Y=XB+ZU+¢€ (6.1)

hvor X og Z er kendte matricer, og hvor € ~ N(0,R) og U ~ N(0,D) er
uathaengige, kaldes en generel lineer mized model. 1 det generelle tilfeelde
antages variansmatricerne R og D at athaenge af nogle ukendte parametre,
6, som ogsa skal estimeres.
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Parametrene 3 kaldes systematiske parametre (fized effects), mens stgrrelserne
U kaldes tilfeeldige effekter (random effects).

Pa grund af uatheengigheden mellem U og € har vi
€ R O
o1(5)] - (5 »)
Modellen kan ogsa opfattes som en hierarkisk model

U ~ N(0,D) (6.2)
YU=u ~ N(XB+ZuR)

med teethederne

1 —1 -1 q
fo(u;0) = (VZmyiden(D) exp {7 u'D u] foru~R (6.4)
og
1 -1 s —1
Fly ) = s e | 5 (y ~ X8~ 2w/ Ry~ X8~ Zw
(6.5)
for y ~ RV

Det folger da, at den marginale fordeling af Y er en normalfordeling med

E[Y] = Xg
D[Y] = R+ZDZ

Vi indfgrer symbolet V for dispersionsmatricen i den marginale fordeling af
Y, dvs
V =R+ ZDZ (6.8)

Matricen V kan let svulme op og blive vanskelig at handtere

6.1.1 Eksempel: Envejs model med tilfxldig effekt
Envejsmodellen med tilfeeldig effekt:
Yij=p+U +e;
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som vi betragtede tidligere, udtrykkes som
Y =X3+7ZU +¢€ (6.9)
med

1y
= u
(Uy, Uy, ..., U,)

= O'2IN

O3 Cw ™

_ 2
= o1,

hvor 1y er en sgjle af ettaller. Det 7, j'te element i den N x ¢ dimensionale
matrix Z er lig med 1, hvis y;; kommer fra den i’te gruppe, ellers er det nul.

6.2 Estimation

6.2.1 Estimation af fixed effects og variansparametre

Fixed-effects parametrene 3 og variansparametrene € estimeres fra den mar-
ginale fordeling af Y. Log-likelihood’en for fixed-effects parametrene bliver

1
2
Sa for fastholdt @ bliver scorefunktionen mht 3 jvf (3.17) pa side 46

1
(B,6:y) = — 5log|V| = Sy = XB)V ' (y - XB)
05(8:0) =X'[V 'y - V'Xg] (6.10)
Profillikelihood’en for variansparameteren @ er da
1 1 ~ ~
((6) = — 5 log V] — 5(Y —XB)V (Y - XB) (6.11)
hvor B er bestemt ved at saette (6.10) lig med nul. Den observerede Fisher

information for 3 er

I(B) = X'V X (6.12)

hvorfra man kan bestemme et estimat for dispersionsmatricen for 3
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For at bestemme estimater for variansparametrene @ modificeres profillike-
lihood’en (6.11) for @ for at tilgodese estimationen af 3. Den modificerede
profillikelithood bliver

1 1 o 1 S ~
(n(6) = — S log [V| = 7 log|X'V IX| - 5 (Y =XB)V Y - X3) (6.13)

Modifikationen svarer til at bestemme REML (residual maximum likelihood
estimatet) for variansparametrene 6.

Hvis B afheenger af @ er det ngdvendigt at bestemme lgsningen ved iteration.
(Det kan undertiden veere ganske kompliceret at bestemme et analytisk ud-
tryk for (6.13)). Pawitan [25] angiver i afsnit 17.5 en simplere fremgangsmade,
der ikke kraever bestemmelse af V.

6.2.2 Estimation af de tilfeeldige effekter

Log-likelihood’en for alle parametrene bygger pa den simultane tsethed for
(Y, U), der fremkommer som

hvor fy.(y; B) og fu(u; @) er givet ved (6.4) og (6.5). Man far derfor

1 1 o
(B,6,0) = —log|R|— (y =XB—Zu)R™'(y - X~ Zu)
1 I,
— ilog]D] — §UD u (6.14)
hvorfor 9
%E(ﬁ, 0,u)=ZR '(y—-XB8—Zu)-D'u (6.15)

Ved at s@ette den afledede lig nul og lgse med hensyn til u finder man, at
estimatet U er lgsning til

(ZR'Z+D Hu=ZR(y — X3) (6.16)

hvor man indseetter estimatet B i stedet for 3. Lgsningen til (6.16) er BLUP-
estimatet (best linear unbiased predictor).
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Den anden afledede af log-likelihood’en med hensyn til u er

32

= -7ZR'Z-D!
5o ((8.0.0) = ~ZR

hvorfor man har, at den observerede Fisher information mht b er
I4)=(ZR'Z+D™1)

der kan benyttes til bestemmelse af usikkerheden pa .

6.2.3 Samtidig estimation af 3 og u

Estimaterne for B og for u er netop de veerdier, der samtidigt maksimerer

((3,0,u) (6.14) for et fast 6.

Man har nemlig af (6.14)
9y
op

Kombineres dette med (6.15) og seettes lig med nul far man de sakaldte mized
model equations

X'R'X X'R'Z B\ ([ XR'y (6.17)
ZR'X ZR1'Z4+ D! u) \ ZRly ’
Estimaterne fra disse simultane ligninger er netop de estimater, der frem-

kommer fra (6.10) og (6.16). Ligningerne gor det muligt at estimere 8 og u
uden at beregne den marginale varians V, eller dens inverse.

(8,8,u) = X'R™(y — Xp - Zu)

Estimationen kan foretages ved en iterativ backfitting algoritme som fglger:

1. Start med et estimat for 3, for eksempel det ssedvanlige mindste kva-
draters estimat

B =(XX)"Xy
og iterer mellem nedenstaende trin 2 og 3 indtil der er opnaet konver-
gens
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2. Beregn en korrigeret observation
kor __ 2
y“"=y—-Xg
og estimer u fra en tilfeeldig model y*" = Zu + € ved
(Z/Rflz + Dfl)u — Z/Rflykor
3. Genberegn en korrigeret observation
ykor =y — 7Zu
og estimer B fra en fixed effects model y*" = X3 + € ved

(X/R_1X>,8 — X/R—lyk‘or

Det er imidlertid et problem, at variansparametrene ssedvanligvis indgar i
matricerne R og D. Det vil derfor veere ngdvendigt at bestemme estimater
R og D (fx ved REML), og derefter lgse mixed model ligningerne:

X'R'X  XR'Z B\ _ [ XR'ly
ZR'X ZR'Z+D! b ) | ZR 'y

i stedet for (6.17). Derefter bestemmes reviderede estimater R og D. Proces-
sen gentages indtil der er opnaet konvergens.

6.2.4 Empirisk Bayes-fortolkning
Det ses af (6.16)

(ZR'Z+D Hu=2ZR (y — X3)

at estimatet u for de tilfeeldige effekter er “krympet” mod nul, idet det er
et vejet gennemsnit mellem det direkte estimat (y — X3) og “apriorimiddel-
veerdien” 0, hvor vaegten er praecisionen D! i fordelingen af U.
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6.3 SAS-proceduren PROC MIXED

Proceduren er dedikeret til behandling af modellen (6.1)
Y=XB+7ZU+e€

hvor X angiver “designmatricen” for de systematiske (“fixed”) effekter, og Z
tilsvarende angiver “designmatricen” for de tilfaeldige (“random”) effekter.

Proceduren giver mulighed for en reekke forskellige varians-kovarians forhold
R og D for e og U .

Saetningerne er i en vis udstrackning analoge til ssetningerne i PROC GLM.
Saledes specificeres modellen i MODEL, RANDOM og REPEATED satninger.
Der er dog den forskel, at i PROC MIXED beskriver MODEL saetningen alene
fixed effects.

MODEL saetningen definerer X matricen. Strukturen for R er som default
en enhedsmatrix. Ved brug af en Repeated seetning kan man imidlertid frem-
bringe blokmatricer med en hel reekke forskellige strukturer. Subject = defi-
nerer blokkene i R og Type= definerer strukturen i blokkene.

RANDOM satningen definerer Z- matricen og benyttes endvidere til at an-
give strukturen for D. I RANDOM sztningen konstrueres “design matricen”
for de tilfeeldige effekter. Optionen SUBJECT = identificerer de uafhengige
gentagelser af de tilfeeldige effekter. Saledes bevirker SUBJECT = at D matri-
cen bliver en blok-diagonal matrix med identiske blokke, en for hvert subject.
Brug af SUBJECT= optionen indebaerer at Z-matricen evt bliver modificeret
for at respektere blok-diagonaliteten, det vil sige at eventuelle andre tilfeel-
dige effekter bliver underordnet subject-effekten.

Strukturen for D bestemmes som en option TYPE= i RANDOM satningen

(efter en slash). Default optionen er varianskomponent, dvs en diagonalma-
trix med forskellige veerdier for de forskellige effekter.

6.3.1 Eksempel pa brug af PROC MIXED

Programstumpen
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data ramus ;
input dreng$ alder ramus @Q;
ald = alder - 8.75;

cards;

A 8 52.5 A 8.5 53.2 A 9 53.3 A 9.5 53.7
B 8 51.2 B 8.5 53.0 B 9 54.3 B 9.5 54.5
C 8 51.2 C 8.5 51.4 C 9 51.6 C 9.5 51.9
D 8 52.1 D 8.5 52.8 D 9 53.7 D 9.5 55.0
E 8 50.7 E 8.5 51.7 E 9 52.7 E 9.5 53.3

b

indleeser ramushgjderne ved aldrene 8, 8.5, 9, 9.5 ar for fem drenge, A, B,C,D
og E.

Programmet

PROC MIXED DATA=ramus ;

CLASS DRENG;

MODEL ramus = ald /solution outp=pred;

RANDOM int ald /subject = dreng solution type=un;
run;

analyserer den model for tilfzeldige regressionslinier, der blev betragtet i af-
snit 5.10.2, side 251.

Seetningen MODEL ramus = ald /solution outp=pred; beskriver den sy-
stematiske del (fixed effekt), nemlig et intercept og en koefficient til alde-
ren, og nggleordet solution bevirker at disse koefficienter bliver udskrevet.
Endelig bevirker nggleordet outp=pred at de preedikterede veerdier for hver
observation (under den tilfeeldige model) udskrives i datasaettet pred.

Seetningen RANDOM int ald /subject = dreng solution type=un; be-
skriver den tilfeeldige del (random effekt), nemlig et tilfeeldigt intercept og
en tilfeeldig heeldning, der begge varierer omkring nul (det er derfor vi ogsa
havde brug for at specificere det systematiske bidrag i MODEL saetningen).
Nogleordet subject = dreng angiver at observationer fra forskellige drenge er
uafhaengige. Da gvrige tilfeeldige effekter er underordnet subject indebaerer
det, at det tilfeeldige intercept og heeldning, der er knyttet til den enkelte
dreng, opfattes som en todimensional variabel for den enkelte dreng, mens
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gentagelser (en ny dreng) er uafhaengige. Nogleordet type = uns (unstruc-
tured) angiver, at der ikke er patvunget nogen kovariansstruktur for denne
todimensionale variabel.
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Kapitel 7

Hierarkisk variation for
exponentielle
dispersionsfamilier

7.0 Indledning, modellering af overdispersion

En karakteristisk egenskab ved de generaliserede linezre modeller var, at
variansen, V[Y] i fordelingen af responset var en kendt funktion, V'(u), der
alene afhaenger af middelveerdien pu, nemlig

2

o
VIV = \V(p) = — V(p)
hvor w; udtrykker en kendt veegt, knyttet til den i’te observation, og hvor o2

udtrykker en dispersionsparameter felles for alle observationer.

Dispersionsparameteren o2 benyttes som beskrevet i afsnit 4.12 til at ud-
trykke overdispersion i situationer, hvor residualdeviansen er stgrre end hvad
der kan forklares ved variansfunktionen V(1) og kendte vaegte w;.

I dette afsnit vil vi beskrive en alternativ fremgangsmade til modellering
af overdispersion, nemlig ved hierarkiske modeller analoge til normalforde-
lingsmodellerne i afsnit 5. Se ogsa Lee og Nelder, Two ways of modelling
overdispersion in non-normal data. Applied Statistics 49, (2000), pp 591-
598, [30] for en diskussion af de to forskellige fremgangsmader.
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Ved en hierarkiske modellering tager man udgangspunkt i at fordelingen af
“stgjen” modelleres ved en eksponentiel dispersionsfamilie (binomial, Pois-
son, etc) og det drejer sig da om at veelge en passende (apriori) fordeling af
middelvaerdiparameteren . Det vil veere naturligt at vaelge en fordeling, hvis
stgtte netop er middelveerdirummet M, snarere end at veelge en normalfor-
deling, hvis stgtte jo er hele den reelle akse. I dette kapitel vil vi indfgre de
sakaldte konjugerede fordelingsfamilier til eksponentielle dispersionsfamilier
til modellering af variationen af middelveaerdiparameteren .

Ved gennemgangen vil vi forst beskrive nogle eksempler, Poisson-gamma, Bi-
nomial Beta, etc. i afsnittene 7.1 til 7.4

I afsnit 7.5 indfgres den mere generelle formulering, og bestemmelsen af
aposteriorifordeling beskrives generelt i afsnit 7.6 og eksemplificeres for Po-
issonfordelingssituationen i afsnit 7.7.

7.1 Hierarkisk Poisson Gamma model

7.1.1 Eksempel, Variation mellem episoder af torden-
vejr ved Cape Kennedy

Nedenstaende tabel ( efter Williford et al. (1974)) viser fordelingen af antal
daglige tordenvejrsepisoder ved Cape Kennedy, Florida i manederne juni, juli
og august for 10-ars perioden 1957-1966, ialt 920 dggn.

Fordelingen af antal dage med 0,1,2 eller flere episoder af tordenvejr ved

Cape Kennedy
Antal | Antal | Poisson
episoder | dage | forventet
Z; # 1
803 791.85
1 100 118.78
14 8.91
3+ 3 0.46
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For Poissonfordelingen er variansfunktionen V' (u) = u, og safremt observatio-
nerne er uafhaengige og identisk fordelte skal variansen saledes veere lig med
middelvaerdien. Man finder det gennemsnitlige antal tordenvejr 7, = 0.15 og
den fundne varians er s* = 0.1769, der er noget stgrre end gennemsnittet. Det
ses ogsa, at den observerede fordeling har tykkere haler end Poissonfordeling.
Man kunne saledes fa en mistanke om overdispersion. En sadan overdisper-
sion kunne eventuelt forklares ved at antallet af tordenvejr pa en given dag
varierer som en Poisson fordelt variabel, men at Poisson-intensiteten varierer
mellem dagene.

I det fglgende vil vi beskrive en sadan model med varierende intensitet.

7.1.2 Formulering af hierarkisk model
Simpel hierarkisk model

Der geelder

Lad fordelingen af Y givet p veere en Poissonfordeling Y ~ P(u), og lad
fordelingen af p veere en Gammafordeling G(c, 3), da er den marginale
fordeling af Y en negativ binomialfordeling, Y ~ NB(a, 1/(143)) fordeling.

Bevis

For illustrationens skyld anfgres beviset:
Vi har frekvensfunktionen for fordelingen af Y givet u

Frip (i) = % exp(—1) (7.1)

og tachedsfunktionen for fordelingen af y

)= = (BYT e
Julps o, B) = 3T a) < > p(—u/fB) (7.2)
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Da bestemmes frekvensfunktionen for den marginale fordeling af Y af

(e 9]

gy (y;, B) = . Ty ip(Ws ) fu(p; o, B)dp (7.3)

1

= W/ OHera*l exp(—u(B+1)/8) du
[ p

Det ses, at integranden netop er kernen for teethedsfunktionen for en gammafor-

deling, G(y+«, 3/(3+1)). Da teetheden skal integrere til et ettal, har vi altsa ved
at betragte normeringskonstanten, at

/ > POy + @)
“w

. prre exp(—p/[8/(B + 1)]) du = B+ Lyta

hvorfor vi far

g Tt @ (yra-1y 1 (5 Y
vtned) =S e = (U7 ) e (5) 09

hvor vi har benyttet konventionen
z\  T+1)
Y FNz+1—-y)y!

Det ses at (7.4) netop er frekvensfunktionen for en NB(a, 1/(1 + 3)) fordeling jvf
oversigtstabellen side 23.

for z reel og y heltallig.

\%

Pa tilsvarende made kan man vise:

Safremt Z|u ~ P(nu), og fordelingen af u er en G(a, 3) fordeling, da er
den marginale fordeling af Z en NB(a, 1/(1 4+ n(3)) fordeling.

I stedet for at parametrisere fordelingen af p ved formparameter o og skala-
parameter 3 for gammafordelingen kan man veelge at parametrisere ved den
reciprokke formparameter, og middelveerdi m = a3, dvs

k= 1/« (7.5)
m = af (7.6)
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Resultatet kan da udtrykkes som

Safremt Z|p ~ P(nu), og fordelingen af u er en G(1/k, mk) fordeling, da
er den marginale fordeling af Z en NB(1/k,1/(1 4+ nmk)) fordeling.

Vi har
E[Z]p] ny
ViZlpl = np
Elu] = m
V] = m’k
hvorfor
E[Z] = nE[u] =nm
VIZl = BJVIY|p]] + Vu[EY 4]

= E[ny] + Vinu] = nE[u] + n*V[u]

nm + n’m?k

hvorfor vi har for Y = Z/n

EY] = m
wﬂ::%wm:%+wk

Indfgrer vi “signal/stgj” forholdet

Vil V[ _ mPk

TTEVe(w)] T ElW T m

Parametriseringen ved k = 1/« indeberer at parameterpomradet 0 < @ < 00
fores over i omradet 0 < k < 0o, og specielt har vi for &« — oo vil £ — 0 og
G(1/k, mk) fordelingen vil naerme sig en etpunktsfordeling med hele massen
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i = m og tilsvarende vil NB(1/k,1/(1 + nmk)) fordelingen nserme sig en
Poissonfordeling med middelveerdi nm. Tilsvarende vil signal/stgj forholdet
~v neerme sig nul. Med disse fortolkninger er formlerne saledes ogsa gyldige
for kK = 0, og man kan teste for overdispersion ved at teste om k& = 0.

7.1.3 SAS PROC GENMOD

SAS proceduren PROC GENMOD har fordelingsoptionen DIST = NEGBIN
med logaritmisk link som tilhgrende default linkfunktion.

I lighed med de eksponentielle dispersionsmodeller benyttes notationen Y ~
NB(1/k,1/(1 + ku)) med

EY]=p V[Y]=p(l+kp)

svarende til frekvensfunktionen

Dly +1/k) (k)

y! T(1/k) (14 kp)vt1i/k fory=0,1,2,...

fy (i k) =

I SAS-outputtet kaldes parameteren k dispersionsparameter selv om k ikke
er dispersionsparameter i en generaliseret lineser model, idet enhedsvarians-
funktionen for den negative binomialfordeling jo er Vp(u) = p(1 + p) jvf
Tabel 4.1 pa side 115.

Opfattet som marginal fordeling af Y svarende til den hierarkiske model i
det foregaende afsnit benyttes parameteren m i stedet for u, og parameteren
n saettes lig 1, sadan at man har

EY] = m

VY] = m+m’k

7.1.4 Eksempel, tordenvejr igen

Ved numerisk maksimering af likelihoodfunktionen finder man m = 0.1489
[tordenvejr/dag] og k = 1.3022, dvs = 1/k = 0.7679 og signal/stgjforhold
v=m/a=mk=0.1939
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