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Forord

Nærværende notesæt er udarbejdet til brug for specialkursus ved IMM,
02423/
Dette specialkursus har været afholdt Notesættet
Ideen med noterne er Vi giver ikke s̊a mange beviser. Ambitionen er snarere
at skitsere nogle overordnede linier - og desuden at give lidt vejledning til
praktisk brug.
For god ordens skyld erindres om, at denne teori hovedsageligt sigter mod
problemer, der kan formuleres som modellering, estimation og test. Teorien
er s̊aledes ikke rettet mod behandling af, eksempelvis prædiktionsproblemer.

Rettet mod brug af SAS, fortrinsvis SAS Insight
referencer til standardstatistikbog, Shao [13] , Bickel og Doksum [3] m.fl.
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Kapitel 1

Momenter og flerdimensionale
stokastiske variable

1.0 Indledning

Dette afsnit tjener i det væsentlige som reference med angivelse af notation
og egenskaber for momenter. Afsnit 1.3 angiver definitioner og resultater
for momenter af flerdimensionale stokastiske variable, og endelig resumerer
afsnit 1.4 tæthedsfunktion og momenter for en række almindeligt anvendte
fordelinger.

1.1 Notation

Vi vil benytte en fælles notation for summer af sandsynlighedsfunktioner
(for diskrete stokastiske variable) og for integraler af tæthedsfunktioner (for
kontinuerte stokastiske variable), nemlig∫

h(y)fY (y)ν{dy} =

{ ∑
i h(yi)fY (yi) for Y diskret∫
h(y)fY (y)dy for Y kontinuert

idet en sum kan fortolkes som et generaliseret integral (med hensyn til et
diskret m̊al.

Vi vil bruge symbolerne E[Y ] og V[Y ] for at angive middelværdi og varians i
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fordelingen af den stokastiske variable Y , nemlig

E[Y ] =

∫
yfY (y)ν{dy}

V[Y ] =

∫
(y − E[Y ])2fY (y)ν{dy}

hvor fY (y) angiver tæthedsfunktionen for Y .

1.2 Momenter

Definition 1.2.1 Betingede og marginale momenter

Lad X og Y være stokastiske variable med den simultane tæthed f(x, y)
(med hensyn til m̊alet µ× ν p̊a X × Y)
Ved den marginale middelværdi af φ(X) vil vi forst̊a værdien af integralet

E[φ(X)] =

∫
X×Y

φ(x)f(x, y)µ{dx}ν{dy} =

∫
X
φ(x)kX(x)µ{dx}

hvor kX(x) angiver den marginale tæthed for X.
Ved den betingede middelværdi af φ(X) for givet Y = y vil vi forst̊a den
stokastiske variabel, der for Y = y antager værdien∫

X
φ(x)h(x|y)µ{dx}

Kort skriver vi

E[φ(X)|Y = y] =

∫
X
φ(x)h(x|y)µ{dx} (1.1)

Sætning 1.2.1 Relation mellem marginale og betingede momenter

Lad X, Y og Z være endimensionale stokastiske variable. Da gælder:

E[X] = EY [ E[ X|Y ] ]

V[X] = EY [ V[ X|Y ] ] + VY [ E[ X|Y ] ] (1.2)

COV[X,Z] = EY [ COV[X,Z] |Y ] + COVY [ E[ X|Y ],E[ Z|Y ] ]
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Bevis:
Sætningen vises ved opstilling af integralerne og brug af en variant af Fubini’s
sætning.

∇
Bemærkning 1 Fortolkning ved tyngdepunkter og inertimomenter

Opfatter man forventningsværdien af en stokastisk variabel som tyngdepunktet i en
massefordeling svarende til fordelingen af sandsynlighedsmassen ser man, at sæt-
ningen vedrørende den marginale forventningsværdi er analog til den fra Mekani-
ken kendte sætning om bestemmelse af tyngdepunktet for et sammensat legeme.
Opfatter man tilsvarende variansen for en stokastisk variabel som inertimomen-
tet omkring (en akse gennem ) tyngdepunktet ser man, at sætningen vedrørende
den marginale varians svarer til at inertimomentet for at sammensat legeme be-
stemmes som summen af inertimomenterne omkring de lokale tyngdepunkter plus
inertimomentet om det fælles tyngdepunkt med de lokale masser samlet i deres
tyngdepunkt (Steiner’s sætning).

∇

Sætning 1.2.2 Approksimative udtryk for middelværdi og varians
for funktion af stok.var.

Lad X være en stokastisk variabel med middelværdi µX og varians σ2
X og

betragt den stokastiske variable Y bestemt ved Y = h(X), hvor h(·) er en
differentiabel funktion. Da gælder

E[Y ] = E[h(X)] ' h(µX)

(1.3)

V[Y ] = V[h(X)] '
(
h′(µX)

)2

σ2
X

Bevis:
Sætningen vises ved betragtning af Taylor udviklingen

Y ' h(µX) + (X − µX)h′(µX)

∇
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Tilsvarende f̊as for en funktion h(·) af flere stokastiske variableX1, X2, . . . , Xn

Y = h(X1, X2, . . . , Xn)

ved Taylor-udvikling

Y = h(X1, X2, . . . , Xn)

' h(µ1, . . . , µn) + (X1 − µ1)
∂h

∂x1
+ · · ·+ (Xn − µn)

∂h

∂xn

at

E[Y ] ' h(µ1, µ2, . . . , µn)

V[Y ] '
(
∂h

∂x1

)2

V[X1] + ·+
(
∂h

∂xn

)2

V[Xn]

+2
∂h

∂x1

∂h

∂x2
COV[X1, X2]

+ · · ·+ 2
∂h

∂xn−1

∂h

∂xn
COV[Xn−1, Xn]

Kaldes ofte fejlophobningsloven (eng. Law of error propagation.

1.3 Momenter for flerdimensionale variable

For en p-dimensional stokastisk variabel

X =


X1

X2
...
Xp


definerer vi forventningsværdien E[ X] som vektoren

E[ X] =


E[X1]
E[X2]

...
E[Xp]

 (1.4)
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Forventningsværdien er lineær, dvs. s̊afremt X og Y er p-dimensionale sto-
kastiske vektorer, da er

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ]

E[aX] = aE[X]

S̊afremt A er en n× p matrix af konstanter, da gælder

E[AX] = A E[X]

Definition 1.3.1 Kovarians mellem flerdimensionale observationer

Kovariansen COV[X, Y ] mellem den p-dimensionale stokastiske vektor X og
den q-dimensionale stokastiske vektor Y defineres som

COV[X, Y ] = E[ (X − E[X])(Y − E[Y ])′ ] (1.5)

Udtrykt ved kovarianserne for de endimensionale variable X1, . . . , Xp og
Y1, . . . , Yq har vi

COV[X, Y ] =


COV[X1, Y1] . . . COV[X1, Yq]
COV[X2, Y1] . . . COV[X2, Yq]

...
. . .

...
COV[Xp, Y1] . . . COV[Xp, Yq]


Der gælder

Sætning 1.3.1 Kovariansen er en symmetrisk, bilinear form

Kovariansen er lineær i hvert af sine to argumenter: Lad X og Y være p-
dimensionale og lad U og V være q-dimensionale stokastiske vektorer. Da
gælder

COV[X + Y, U ] = COV[X,U ] + COV[Y, U ]

COV[X,U + V ] = COV[X,U ] + COV[X, V ]

COV[aX,U ] = aCOV[X,U ]
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S̊afremt A er en n× p og B en m× q matrix af konstanter gælder

COV[AX,BU ] = ACOV[X,U ]B′ (1.6)

Ydermere gælder symmetrirelationen

COV[X,U ] = (COV[U,X])′

∇

Definition 1.3.2 Dispersionsmatricen for en flerdimensional stoka-
stisk variabel

For en p-dimensional stokastisk variabel X indfører vi dispersionsmatricen
D[X] ved

D[X] = COV[X,X] = E[ (X − E[X])(X − E[X])′ ] (1.7)

Udtrykt ved momenterne for de endimensionale variable X1, X2, . . . , Xn har
vi

D[X] =


V[X1] COV[X1, X2] . . . COV[X1, Xp]

COV[X2, X1] V[X2] . . . COV[X2, Xp]
...

...
. . .

...
COV[Xp, X1] COV[Xp, X2] . . . V[Xp]


S̊afremt A er en n × p matrix af konstanter følger det af egenskaberne for
kovariansen at

D[AX] = A D[X] A′ (1.8)

endvidere har vi, s̊afremt X og Y begge er p-dimensionale stokastiske vari-
able:

D[X + Y ] = D[X] + D[Y ] + COV[X, Y ] + COV[Y,X]

∇

Sætning 1.3.2 Dispersionsmatricen er ikke-negativ definit

Lad X angive en p-dimensional stokastisk variabel. Da gælder at dispersions-
matricen D[X] er en en ikke-negativ definit symmetrisk matrix.

∇
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For flerdimensionale variable X, Y og Z gælder de analoge relationer til (1.2):

E[X] = EY [ E[X|Y ] ]

D[X] = EY [ D[X|Y ] ] + DY [ E[X|Y ] ] (1.9)

COV[X,Z] = EY [ COV[X,Z|Y ] ] + COVY [ E[X|Y ], E[Z|Y ] ]

Definition 1.3.3 Partiel varians og kovarians

Lad X, Y og Z angive (evt. flerdimensionale) stokastiske variable s̊adan at
D[X] har fuld rang.
Ved den partielle kovarians af Y og Z givet X vil vi forst̊a den bilineære form
(bilineær i Y og Z)

COV[Y, Z : X] = COV[Y, Z]− COV[Y,X]D[X]−1COV[X,Z] (1.10)

Ved den partielle varians af Y givet X vil vi specielt forst̊a

D[Y : X] = COV[Y, Y : X] = D[Y ]− COV[Y,X]D[X]−1COV[X, Y ] (1.11)

For endimensionale variable X og Y finder vi alts̊a specielt

V[Y : X] = V[Y ]− COV[Y,X]2/V[X]

Den partielle varians af Y givet X er Schur komplementet til D[X] i

D

[
X
Y

]
Vi bemærker, at mens den betingede kovarians COV[Y, Z|X = x] afhænger af
den aktuelle værdi x af X, da afhænger den partielle kovarians COV[Y, Z : X]
kun af momenterne i fordelingen af X m.v.

Sætning 1.3.3 Den partielle kovarians COV[Y, Z : X] er invariant
overfor lineære transformationer af X.

Lad X være en p-dimensional variabel, og lad A være en p × p matrix af
konstanter s̊adan at A har fuld rang.
Da gælder

COV[Y, Z : AX] = COV[Y, Z : X] (1.12)

∇
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1.4 Fordelinger afledt af normalfordelingen

1.4.1 The log-normal distribution model

Definition and basic properties

The log-normal distribution model is used quite extensively to model the
distribution of highly skewed, positive data, like distributions of income,
growth, etc. For an example, see e.g. p. 207 in the textbook.

The log-normal distribution model has the property that when the distribu-
tion model for the raw data is a log-normal distribution, then the logarith-
mically transformed data follows a normal distribution.

The probability density function for a log-normal distribution model is given
by

pY (y) =
1

yβ
√

2π
exp

[
−1

2

(
ln(y)− α

β

)2
]

for y > 0

and pY (y) = 0 otherwise, and with β > 0, and α denoting parameters of the
distribution model.

For short we write Y ∼ LN(α, β2) to denote that the random variable Y
is distributed according to the logarithmic normal distribution model with
density given above.

Mean and variance

Let Y ∼ LN(α, β2), then the mean and variance of Y are given by

µY = E[Y ] = exp

(
α +

1

2
β2

)
)

σ2
Y = V[Y ] = µ2

Y

(
exp(β2)− 1

)
Thus, the coefficient of variation (relative standard deviation) for the distri-
bution of Y is

γY =
σY

µY

=
√

exp(β2)− 1

a dimensionless quantity that does not depend on the parameter α.

14



Relation to the normal distribution model

When Y ∼ LN(α, β2), and we put Z = ln(Y ) then Z ∼ N(α, β2), i.e.,
Z = ln(Y ) follows a normal distribution model with mean µZ = α, and
variance, σ2

Z = β2. (Thus, α and β are expressed in logarithms of the original
data units).

Note on transformations

You will notice from the expressions above that although Y = exp(Z), then
we have

E[Y ] = exp(µZ) · exp

(
1

2
σ2

Z

)
which is greater than exp(µZ). Thus, the result on the mean value of a linear
transformation of a random variable p. 160 in the textbook is not generally
valid for nonlinear transformations.

Cumulative distribution function

When Y ∼ LN(α, β2), the cumulative distribution function is

FY (y) = Φ

(
ln(y)− α

β

)
with Φ(·) denoting the cumulative distribution function for the standardized
normal distribution. Thus, all probabilities related to log-normal distribution
models may be determined from the standardized normal distribution.

1.4.2 The χ2-distribution model

Definition and basic properties

The family of χ2-distribution models is introduced briefly in the textbook in
connection with tests related to categorical variables on page 408. However,
the use of the χ2-distribution model is much wider than indicated in that
section of the textbook, and we shall therefore for later reference provide a
summary of the properties of χ2-distribution models.

15



The family of χ2-distribution models is a family of distribution models on
the positive real line with probability density function

pY (y) =
1

2Γ(f/2)

(y
2

)f/2−1

exp(−y/2) for 0 < y

and pY (y) = 0 otherwise, and with Γ(·) denoting the Gamma-function, (see
1.4.6 below).

The symbol f denotes a positive integer-valued parameter that determines
which of the many χ2-distributions that is considered. The parameter f is
termed the degrees of freedom ) for the distribution. In applications the de-
grees of freedom are usually known.

A random variable that is distributed according to a χ2-distribution model
with f degrees of freedom is often denoted by the symbol χ2

f .

The χ2-distribution model is a special case of a larger class of distribution
models, the so-called gamma-distribution models. For Y ∼ χ2

f one has Y ∼
G(α, β) with α = f/2 and β = 2.

Mean and variance

Let Y ∼ χ2
f , then the mean and variance of Y are given by

E[Y ] = f ; V[Y ] = 2f (1.13)

1.4.3 Relation to the normal distribution model

The χ2-distribution model is often encountered as distribution model for
the variance, S2, in the data distribution in normal distribution models, as
indicated by the following theorems.

Sætning 1.4.1 Kvadratet p̊a en standardiseret normalfordelt størrelse
følger en χ2

1-fordeling Let Y ∼ N(0, 1), and let Z = Y 2. Then

Z ∼ χ2
1

Bevis:
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The proof of the theorem relies upon results on distribution models for trans-
formations of random variables. ∇

Observe that as a consequence of this theorem, the following assertion holds:
when Y ∼ N(µ, σ2), then

(Y − µ)2

σ2
∼ χ2

1 (1.14)

Sætning 1.4.2 Fordeling af kvadratsummer af standardiseret nor-
malfordelte størrelser
Let Y1, Y2, . . . , Yn be independent random variables, each distributed accor-
ding to the standard normal distribution model, Yi ∼ N(0, 1), and let

USS =
∑
i=1

Y 2
i

CSS =
∑
i=1

(Yi − Y )2

denote the raw (uncorrected) sum of squares, and the sum of squared de-
viations from the mean (observations corrected by the mean), respectively.
Then

1. USS ∼ χ2
n

2. CSS ∼ χ2
n−1

3. nY
2 ∼ χ2

1

4. USS = CSS+nY
2
, and CST and nY

2
are independent random variables

∇

- o -
Note that the decomposition

USS = CSS + nY
2

is nothing but the decomposition

n∑
i=1

Y 2
i =

n∑
i=1

(Yi − Y )2 + nY
2
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that was considered in the supplementary note on partitioning sums of squa-
res and degrees of freedom. (It may be shown that orthogonality of subspaces
is equivalent to independence of the corresponding sums of squares)

It is not surprising that nY
2 ∼ χ2

1, because it follows from the properties
of the normal distribution that Y ∼ N(0, 1/n), and then this result follows
from (1.14).

The result above may be used to demonstrate that when Y1, Y2, . . . , Yn are
independent normally distributed random variables with the same mean
and variance, i.e., Yi ∼ N(µ, σ2), and S2 denotes the variance of the data-
distribution for these n observations,

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Yi − Y )2 (1.15)

then the mean of the distribution model for S2 is

µS2 = σ2

(cfn. (1.13)). This result is sometimes used as an argument for dividing the
sum of squared deviations, CSS by its degrees of freedom, (n− 1), rather by
the number of observations, n.

Further one finds from (1.13) that the variance of the distribution model for
S2 is

σ2
S2 =

2(σ2)2

n− 1

1.4.4 The t-distribution model

Definition and basic properties

The t-distribution model is introduced briefly in the textbook on p. 248. Be-
low we shall summarize some properties of this distribution model for later
reference.

The family of t-distribution models is a family of distribution models on the
real line with probability density function

pt(t) =
Γ((f + 1)/2)√
fπΓ(f/2)

(
1 +

t2

f

)−(f+1)/2
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with Γ(·) denoting the Gamma-function, (see 1.4.6 below).

The symbol f denotes a positive integer-valued parameter that determines
which of the many t-distributions that is considered. The parameter f is ter-
med the degrees of freedom ) for the distribution. In applications the degrees
of freedom are usually known.

A random variable that is distributed according to a t-distribution model
with f degrees of freedom is often denoted by the symbol tf

Mean and variance

Let Z ∼ tf .

When f > 1 the mean of the distribution exists, and

E[Z] = 0 for f > 1

When f > 2 the variance exists, and

V[Z] =
f

f − 2
for f > 2

Sætning 1.4.3 Relation to the normal distribution model
Let U ∼ N(0, 1), and let Z ∼ χ2

f be independent random variables, and
consider the random variable

T =
U√
Z/f

Then T ∼ tf , i.e. a t-distribution model with f degrees of freedom.
∇

This result is utilized when making statistical inference in normal distribu-
tion models:

Let Y1, Y2, . . . , Yn be independent normally distributed random variables with
the same mean and variance, i.e., Yi ∼ N(µ, σ2), and let as usual Y denote
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the mean, and S2 denote the variance (1.15) in the data distribution. It has
already been observed that

U =
Y − µ

σ
/√

n
∼ N(0,1)

Z = f · S2/σ2 ∼ χ2
f

with f = n− 1, and with U and Z being independent (as asserted in section
1.4.3 above).

Now consider

T =
Y − µ

S/
√
n

(1.16)

and note that T may be expressed as

T =
Y − µ

S/
√
n

=

(
Y − µ

)/
(σ/

√
n)√

S2/σ2
=

U√
Z/f

It then follows from the theorem above that T ∼ tf .

Small and large sample properties

When comparing U and T , you note that the difference between these two
variables is that the denominator in U is the known value of the standard
deviation σ/

√
n for Y , whereas the denominator in T has replaced this value

by an estimate of the standard deviation, σ̂(Y ) = S/
√
n. Consequently, the

distribution of T will have heavier tails than the normal distribution of U , but
when the degrees of freedom, f , increases, the estimate, σ̂(Y ) becomes more
precise, and hence the distribution of T will approach a standard normal
distribution. Therefore, the normal distribution may be used to approximate
the t-distribution when the degrees of freedom are large, e.g. greater than 30

Degrees of freedom and sample size for mean of data

Also note from the relation

T =
Y − µ

σ̂(Y )
=
Y − µ

S/
√
n
∼ tf (1.17)
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that the degrees of freedom, f , refers to the estimate for σ2, whereas n re-
fers to the number of observations that are used for determining the mean Y .

This distinction is useful when the variance estimate, S2, has been obtained
from other sources than the estimate, Y , e.g. when pooling estimators of
variance (cfn. the textbook p. 262).

1.4.5 The F-distribution model

Definition and basic properties

The F-distribution model is introduced briefly in the textbook on p. 477 and
529. Below we shall summarize some properties of this distribution model for
later reference.

The family of F-distribution models is a family of distribution models on the
positive real line with probability density function

pX(x) =
Γ((n+m)/2)

Γ(n/2)Γ(m/2)

( n
m

)n/2 xn/2−1

(1 + nx/m)(n+m)/2
for 0 < x <∞

with Γ(·) denoting the Gamma-function.

The symbols n og m denotes positive integer-valued parameters that deter-
mine which of the many F-distributions that is considered. The parameters
are termed the degrees of freedom ) for the distribution. In applications the
degrees of freedom are usually known.

A random variable that is distributed according to a F-distribution model
with (n,m) degrees of freedom is often denoted by the symbol Fn,m.

Sometimes the following relation between percentiles of the F-distribution
may be useful

Fn,m;q =
1

Fm,n;1−q
(1.18)

Mean and variance

Let Y ∼ Fn,m..
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When m > 2 the mean of the distribution exists, and

E[Y ] =
m

m− 2
for m > 2

When m > 4 the variance exists, and

V[Y ] =
m2(2n+ 2m− 4)

(m− 2)2(m− 4)n
for m > 4

Sætning 1.4.4 Relation to the t-distribution model Let Y ∼ tf , and
let Z = Y 2. Then

Z ∼ F1,f

i.e. the square of a tf -distributed variable follows a F-distribution model with
(1, f) degrees of freedom.

∇
When considering linear normal distribution models, the following result is
often used:

Sætning 1.4.5 Relation to the normal distribution model Let Z1 ∼
χ2

n, and Z2 ∼ χ2
m be independent, and consider

Y =
Z1/n

Z2/m

then Y ∼ Fn,m.

Thus, the F-distribution model describes the distribution of the ratio between
two independent estimators of variance under the assumption that these esti-
mators both reflect the same variance, σ2.

Accordingly, the parameter, n, is often denoted the degrees of freedom for
the numerator, and m the degrees of freedom for the denominator. ∇

1.4.6 The Gamma-function

The gamma-function, Γ(·), is a function of a real positive argument, given
by

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1 exp(−t)dx
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The function satisfies the recursive relation

xΓ(x) = Γ(x+ 1)

In particular, Γ(1) = 1 and Γ(1/2) =
√
π.

For integer values, n, one therefore has

Γ(n) = 1 · 2 · 3 · · · (n− 1) = (n− 1)!

Γ(n + 1/2) =
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2n

√
π

1.4.7 Oversigt over en række sædvanlige fordelinger

Tabel 1.1: Frekvensfunktion, middelværdi og varians for en række sædvanlige
fordelinger
Navn Støtte Frekvensfunkt E[Y ] V[Y ]

Binomial 0, 1, 2, . . . , n

(
n
y

)
py(1− p)n−y np np(1− p)

Bin(n, p) n ∈ N, p ∈ [0, 1]

Poisson 0, 1, 2, . . .
λy

y!
exp(−λ) λ λ

P(λ) λ ∈ R+

Neg Bin 0, 1, 2, . . .

(
r + y − 1

y

)
pr1− p)y

r(1− p)

p

r(1− p)

p2

NB(r, p) r ∈ R+, p ∈]0, 1]

Normal R
1

σ
√

2π
exp

(
− (y − µ)2

2σ2

)
µ σ2

N(µ, σ2) µ ∈ R, σ2 ∈ R+

Gamma R+
1

Γ(α)β

(
y

β

)α−1

exp(−y/β) αβ αβ2

G(α, β) α ∈ R+, β ∈ R+
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Kapitel 2

Likelihoodfunktion

2.0 Introduktion og oversigt

I dette afsnit introduceres begrebet likelihoodfunktion svarende til et fore-
lagt observationssæt under en statistisk model. Likelihoodfunktionen er en
funktion af modellens parametre, der udtrykker graden af overensstemmelse
mellem data og en parameterværdi.

Endvidere indføres scorefunktionen som er den afledede af logaritmen til
likelihoodfunktionen, og den observerede information, som er den anden af-
ledede, dvs krumningen af log-likelihood’en, og sluttelig anføres nogle vigtige
resultater vedrørende scorefunktion og information for transformationer af
parametre.

Endelig indeholder afsnit 2.2 nogle simple eksempler til illustration af de lidt
abstrakte begreber.

The likelihood-function and the maximum-likelihood principle are discussed
in most textbooks on mathematical statistics. A recent, rather general refe-
rence, exploring many contemporary examples of likelihood inference is tthe
textbook by Y.Pawitan [24].
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2.1 Likelihoodfunktion, Scorefunktion og

Informationsmatrix

Sandsynlighedsmodel og statistisk model
En sandsynlighedsmodel for et observationssæt best̊ar af

• et udfaldsrum (sample space),

• et hændelsessystem (events), A
• et sandsynlighedsm̊al, (probability measure) P , p̊a A

En statistisk model er en parametriseret1 mængde af sandsynlighedsmodel-
ler. Vi vil indskrænke os til at betragte modeller for stokastiske variable
Y1, Y2, . . . , Yn.

Definition 2.1.1 Likelihoodfunktion, loglikelihoodfunktion
Lad den statistiske model for observationssættet Y1, Y2, . . . , Yn være givet

ved familien af simultane tætheder

{fY (y1, y2, . . . , yn; θ)}θ∈Θ (2.1)

med hensyn til et m̊al νn p̊a Yn ⊂ Rn

Ved likelihoodfunktionen for θ svarende til observationen
Y1 = y1, Y2 = y2, . . . , Yn = yn forst̊ar vi en funktion

L(θ;y) = c(y1, y2, . . . , yn)fY (y1, y2, . . . , yn; θ) (2.2)

for θ ∈ Θ og hvor c(y1, y2, . . . , yn) er en vilk̊ar proportionalitetskonstant.

Likelihoodfunktionen angiver s̊aledes den simultane tæthed for observations-
sættet som funktion af parameteren θ. Vi bemærker, at mens tætheden for
observationssættet opfattes som en funktion af de mulige observationsvær-
dier, (y1, y2, . . . , yn) for en fastholdt værdi af parameteren θ, s̊a opfattes li-
kelihoodfunktionen som en funktion af parameteren θ for en fastholdt værdi
(den observerede) af observationssættet (y1, y2, . . . , yn). Vi har symboliseret

1Parametriseret betyder blot at samlingen af sandsynlighedsmodeller er indekseret.
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denne forskel ved at lade det første argument i likelihoodfunktionen være θ,
mens det første argument i den simultane tæthed er et muligt observations-
sæt.

Ofte er det mere bekvemt at betragte logaritmen til likelihoodfunktionen.

Vi indfører derfor log-likelihoodfunktionen svarende til observationssættet
y som

l(θ; y) = ln(L(θ; y)) (2.3)

hvor L(θ; y) er givet ved (2.2).

Vi vil almindeligvis udelade afhængigheden af observationen y ved angivelsen
af likelihoodfunktionen. ∇

Undertiden betragter man den s̊akaldte profillikelihood til behandling af situ-
ationer, hvor parameteren θ er flerdimensional, og hvor enkelte komponenter
af θ betragtedes som “nuisance” parametre, dvs irrelevante for inferenspro-
blemet, og som derfor maksimeres bort.

Definition 2.1.2 Scorefunktionen

Betragt en familie af tætheder (2.1), hvor parameteromr̊adet Θ er en åben
delmængde af Rk. S̊afremt log-likelihoodfunktionen er kontinuert differentia-
bel, betragter vi vektorfunktionen

l′θ(θ; y) =
∂

∂θ
l(θ; y) =


∂

∂θ1
l(θ; y)

...
∂

∂θk

l(θ; y)

 (2.4)

Funktionen l′θ(θ; y) benævnes scorefunktionen. ∇

Da scorefunktionen afhænger af observationssættet y, er den en stokastisk
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størrelse. S̊afremt det er tilladt at ombytte integration og differentiation,
følger det ved differentiation af udtrykket∫

fY (y; θ) µ{dy} = 1 (2.5)

med hensyn til θ, at

Eθ

[
∂

∂θ
l(θ; Y)

]
= 0 (2.6)

Betingelsen herfor er essentielt, at støtten for fordelingerne ikke afhænger af
θ.

Definition 2.1.3 Observeret og forventet information
Matricen

j(θ;y) = − ∂2

∂θ ∂θ′
l(θ; y) (2.7)

med elementer

j(θ;y)ij = − ∂2

∂θi∂θj
l(θ; y)

kaldes for den observerede information svarende til observationen y og para-
meterværdien θ.
Forventningsværdien af den observerede information,

i(θ) = E[ j(θ;Y) ] (2.8)

med jθ(θ;Y) givet ved (2.7) kaldes for den forventede information, eller blot
informationsmatricen svarende til parameterværdien θ. Den forventede infor-
mation (2.8) kaldes undertiden Fisher informationen. ∇

Bemærkning 1 Den forventede information er dispersionsmatri-
cen for scorefunktionen
Ved differentiation af (2.5) to gange, finder man

Eθ

[
∂2

∂θ ∂θ′
l(θ; Y)

]
+ Eθ

[
∂

∂θ
l(θ; Y) (

∂

∂θ
l(θ; Y) )′

]
= 0 ,
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hvorfor

i(θ) = Eθ

[
− ∂2

∂θ ∂θ′
l(θ; Y)

]
= Eθ

[
∂

∂θ
l(θ; Y) (

∂

∂θ
l(θ; Y) )′

]
= Dθ[l

′
θ(θ; Y) ] (2.9)

hvor symbolet D[·] betyder “dispersion”, dvs varians- kovarians matrix.

Da informationsmatricen s̊aledes er en dispersionsmatrix, er den positiv semi-
definit.
Den observerede information angiver den aktuelle krumning (med modsat
fortegn) af log-likelihoodfunktionen svarende til observationen y og parame-
terværdien θ.
Informationsmatricen angiver tilsvarende den forventede krumning (med mod-
sat fortegn) af log-likelihoodfunktionen svarende til parameterværdien θ.
Informationsmatricen er s̊aledes et m̊al for, hvor godt parameteren bestem-
mes. Hvis informationsmatricen er ”stor”, er parameteren godt bestemt. ∇

Definition 2.1.4 Likelihoodfunktion for transformationer af pa-
rameterrummet

Lad ψ = ψ(θ) være en enentydig afbildning af Ω ⊂ Rk ind i Ψ ⊂ Rk, der er
vilk̊arligt ofte differentiabel begge veje. Parametriseringen ved ψ er s̊aledes
blot en alternativ parametrisering af modellen.
Vi har likelihood- og loglikelihoodfunktionen svarende til parametriseringen
ved ψ

LΨ(ψ;y) = LΩ(θ(ψ);y) (2.10)

`Ψ(ψ;y) = `Ω(θ(ψ);y)

∇

Likelihoodfunktionen afhænger ikke af den parametrisering, der er valgt for
parameterrummet Ω.
Relationen (2.10) indebærer, at man ikke kan fortolke en likelihood (evt.
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normeret) som en sandsynlighedsfordeling p̊a Ω, (for s̊a skulle Jacobianten
jo ogs̊a indg̊a i (2.10)). Likelihood’en kan opfattes som en funktion, der er
defineret p̊a den betragtede samling af sandsynlighedsmodeller, og som ikke
afhænger af den valgte parametrisering.

Imidlertid afhænger de afledede af log-likelihood funktionen af parametrise-
ringen.

Bemærkning 1 Scorefunktion og informationsmatrix for trans-
formerede parametre

Betragt en anden parametrisering givet ved θ = θ(β) ∈ Rk for β ∈ B ⊂ Rm

med m ≤ k og antag, at afbildningen er kontinuert differentiabel.
Da er scorefunktionen svarende til parametersættet β bestemt ved

l′β(β; y) = J′ l′θ(θ(β); y) (2.11)

hvor Jacobi-matricen J er givet ved

J =
∂θ

∂β

med elementer

Jij =
∂θi

∂βj
i = 1, 2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , m

Den observerede information fremkommer ved brug af reglerne for sammen-
satte funktioner. Den bliver lidt kompliceret, men den forventede information
med hensyn til β er givet ved

iβ(β) = −E

[
∂2

∂β∂β ′
l(θ(β); Y)

]
= J′ iθ(θ(β)) J (2.12)

hvor Jacobi-matricen J er som ovenfor.
Resultatet vises ved at bemærke, at den forventede information kan udtryk-
kes som dispersionsmatricen for scorefunktionen (2.11). ∇
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2.2 Eksempler

Eksempel 2.2.1 Likelihoodfunktion
Der er udvalgt tre kuglelejer tilfældigt fra en produktion af kuglelejer, og for hvert
leje har man registreret afvigelsen af lejets diameter fra 185.0. Man fandt følgende
værdier 4.6; 6.3 and 5.0

Man formulerer en model

• Model: C+E model, Y = µ + ε

• Data: Yi = µ + εi

• Antagelser:

– Y1, Y2, Y3 er uafhængige

– Yi ∼ N(µ, σ2)

– σ2 er kendt, σ2 = 1,

Der er s̊aledes kun én ukendt modelparameter, µY = µ.
Den simultane tæthedsfunktion Y1, Y2, Y3 er

fY1,Y2,Y3(y1, y2, y3;µ) =
1√
2π

exp
[
−(y1 − µ)2

2

]
× 1√

2π
exp

[
−(y2 − µ)2

2

]
× 1√

2π
exp

[
−(y3 − µ)2

2

]
(2.13)

som for enhver værdi af µ er en funktion af de tre variable y1, y2, y3. (Man kan
forsøge at forestille sig en klokkeformet flade defineret p̊a det tredimensionale rum).

N̊ar vi har observeret data værdierne, y1 = 4.6; y2 = 6.3 and y3 = 5.0, er
likelihood-funktionen

L4.6,6.3,5.0(µ) = fY1,Y2,Y3(4.6, 6.3, 5.0;µ) =
1√
2π

exp
[
−(6.3 − µ)2

2

]
× 1√

2π
exp

[
−(6.3− µ)2

2

]
× 1√

2π
exp

[
−(5.0− µ)2

2

]
kun funktion af µ. Bemærk, at likelihood-funktionen udtrykker den infinitesi-
male sandsynlighed for at f̊a stikprøveresultatet (4.6, 6.3, 5.0) som funktion af den
ukendte parameter µ.

Ved reduktion af likelihood-funktionen f̊ar man

L4.6,6.3,5.0(µ) =
1

(
√

2π)3
exp

[
−1.582

2

]
exp

[
−3(5.3 − µ)2

2

]
(2.14)
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Likelihoodfunktionen er skitseret i nedenst̊aende graf

∇

Bemærk, at sandsynlighedstætheden (2.13) er en funktion af (y1, y2, y3), der be-
skriver variationen i fordelingen af potentielle data, mens likelihood-funktionen
(2.14) er en funktion af µ, der beskriver den relative plausabilitet af de forskellige
værdier af µ i lys af de givne data. Likelihoodfunktionen angiver i hvor høj grad
forskellige værdier af µ stemmer overens med de observerede data. En værdi af µ,
der giver anledning til en stor værdi af likelihoodfunktionen, er i bedre overens-
stemmelse med data, end en værdi af µ, der giver anledning til en mindre værdi
af likelihoodfunktionen.

Sufficiency of the sample mean

In the example above, we used the numeric data values y1 = 4.6; y2 = 6.3 and
y3 = 5.0. However, one obtains more general insight if we just use the symbols
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(y1, y2, y3) for the data values. Using this notation, the likelihood-function is

Ly1,y2,y3(µ) = fY1,Y2,Y3(y1, y2, y3;µ) =
1√
2π

exp
[
−(y1 − µ)2

2

]
× 1√

2π
exp

[
−(y2 − µ)2

2

]
× 1√

2π
exp

[
−(y3 − µ)2

2

]
=

1
(
√

2π)3
exp

[
−

∑
(yi − ȳ)2

2

]
exp

[
−3(ȳ − µ)2

2

]
(2.15)

which shows that (except for a factor not depending on µ), the likelihood-function
does only depend on the observations (y1, y2, y3) through the average ȳ =

∑
yi/3.

Thus, whatever be the individual values (y1, y2, y3) underlying a given value of ȳ,
they give rise to the same likelihood-function.

Therefore, as long as we are concerned with inference about µ under this normal
distribution model, it is sufficient to consider the sample mean y =

∑
yi/3, and dis-

regard the individual values (y1, y2, y3). We say that the sample mean, Y =
∑

Yi/3
is a sufficient statistic for the parameter µ.

In general, a (possibly vector-valued) function t(Y1, Y2, . . . , Yn) is said to be a suffi-
cient statistic for a (possibly vector-valued) parameter, θ, if the probability density
function (or probability mass function) for t(Y1, Y2, . . . , Yn) may be factorized into
a product

pY1,...,Yn(y1, . . . , yn; θ) = h(y1, . . . , yn)g(t(y1, y2, . . . , yn); θ)

with the factor h(y1, . . . , yn) not depending on the parameter θ, and the factor
g(t(y1, y2, . . . , yn); θ) only depending on y1, . . . , yn through the function (t(·, ·, . . . , ·).
Thus, if we know the value of t(y1, y2, . . . , yn), the individual values y1, . . . , yn do
not contain further information about the value of µ.

In the example above, it was found that under the normal distribution model,
the sample mean contains all relevant information about the population mean µ.
(The ideas of robustness and outlierresistance refer to situations where one is not
convinced that the distribution model holds).

Example (continued)

To get a better feeling for the likelihood-function, consider again the example
above. Under the specified normal distribution model, the distribution of the
sample average Y is a N(µ, 1/3)-distribution. The graph below shows the pro-
bability density function for Y when µ = 4.5, µ = 5.0, and µ = 5.3, respectively.
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When considering the likelihood-function corresponding to ȳ = 5.3, only the values
at ȳ = 5.3 are used (indicated by a vertical line at ȳ = 5.3). In the previous graph
of the likelihood-function these values are indicated by vertical bars at µ = 4.5,
µ = 5.0, and µ = 5.3. Thus, the likelihood-function is obtained by sliding the
graph of the probability density function for µ through all possible values of µ,
and plotting the value corresponding to ȳ = 5.3.

Example (scorefunktion)

Af (2.14) finder man logaritmen til likelihoodfunktionen

l(µ; 4.6, 6.3, 5.0) = − 3(5.3 − µ)2

2
+ C(4.6, 6.3, 5.0)

hvorfor scorefunktionen er

l′µ(µ; 4.6, 6.3, 5.0) = 3 · (5.3 − µ)

og den observerede information er

j(µ; 4.6, 6.3, 5.0) = 3
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For at bestemme den forventede information bliver vi nødt til at foretage de ana-
loge regninger med brug af symboler Y1, Y2, Y3 for data.

Fra (2.15) finder man

l(µ;Y1, Y2, Y3) = −3(Y − µ)2

2
− 3 ln(

√
2π)−

∑
(Yi − Y )2

2

hvorfor scorefunktionen bliver

l′µ(µ;Y1, Y2, Y3) = 3(Y − µ)

og den observerede information er

j(µ;Y1, Y2, Y3) = 3

der ikke afhænger af observationerne Y1, Y2, Y3, hvorfor den forventede information
ligeledes er

i(µ) = E[j(µ;Y1, Y2, Y3)] = E[3] = 3

Eksempel 2.2.2 Likelihoodfunktion for normalfordeling med ukendt va-
rians Betragt den samme situation som ovenfor i eksempel 2.2.1, men antag nu, at
der er udtaget n kuglelejer, og at variansen σ2 er ukendt og skal estimeres fra data.

Log-likelihood funktionen er nu (idet der ses bort fra konstanten −n log(
√

2π))

`(µ, σ2; y1, y2, . . . , yn) = − n

2
log(σ2) − 1

2σ2

∑
i

(yi − µ)2

og idet vi benytter, at∑
i

(yi − µ)2 = n(y − µ)2 +
∑

i

(yi − y)2

f̊ar vi

`(µ, σ2; y1, y2, . . . , yn) = − n

2
log(σ2) − n

2σ2
(y − µ)2 − 1

2σ2

∑
i

(yi − y)2

der viser, at likelihoodfunktionen alene afhænger af de sufficiente størrelser Y
og

∑
i(Yi − Y )2 med Y ∼ N(µ, σ2/n) og

∑
i(Yi − Y )2 ∼ σ2χ2

n−1 og hvor Y og∑
i(Yi − Y )2 er uafhængige.
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Scorefunktionen er

`′ =
{

`′µ(µ, σ2)
`′σ2(µ, σ2)

}
=

{
n
σ2 (y − µ)
− n

2σ2 + n(y−µ)2

2σ4 +
P

i(yi−y)2

2σ4

}
hvorfor maksimum likelihood estimatet for (µ, σ2) f̊as som µ̂ = y, og σ̂2 =

∑
i(yi−

y)2/n).

Men det følger af fordelingen for
∑

i(Yi − Y )2 at

E[σ̂2] =
n− 1

n
σ2

Estimatoren er alts̊a ikke central, men foretager en systematisk underestimation.

Ved estimationen af σ2 kan man opfatte µ som en “nuisance” parameter uden
relevans for σ2. Profillikelihood’en for variansen σ2 er

`∗(σ2) = − n

2
log(σ2) − 1

2σ2

∑
i

(yi − y)2 (2.16)

der fremkommer af likelihoodfunktionen for σ2 ved at indsætte y i stedet for µ.
Profillikelihood’en svarer alts̊a til likelihood’en hvis man kendte værdien af µ og
vidste at den netop havde værdien givet ved y. Ved betragtning af profillikeli-
hood’en indregnes alts̊a ikke noget tab ved at man ikke kender µ.

Betragter man scorefunktionen svarende til (2.16)

d

dσ2
`∗(σ2) = − n

2σ2
+

∑
i(yi − y)2

2σ4

ses det, at den har forventningsværdien −1/(2σ2) 6= 0, hvilket ikke harmonerer
med relationen (2.6), der gælder for en “rigtig” scorefunktion.

Man kan endvidere vise, at variansen af denne scorefunktion er

V

[
d

dσ2
`∗(σ2)

]
=

n− 1
2σ4

der er mere optimistisk end den forventede information (2.8), som er (n−2)/(2σ4)

Der er forskellige måder hvorp̊a man kan h̊andtere problemerne omkring nuisance
parametre, se feks. Pawitan [24]. Her vil vi blot anføre at i den situation, vi her
betragter, kan man betragte den marginale likelihood, nemlig likelihoodfunktionen

`marg(σ2) = − n− 1
2

log(σ2) − 1
2σ2

∑
i

(yi − y)2
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svarende til σ2χ2-fordelingen af
∑

i(Yi−Y )2. Benyttes denne marginale likelihood-
funktion finder man det sædvanlige variansestimat

σ̂2 =
∑

i(yi − y)2

n− 1

∇

Eksempel 2.2.3 Likelihoodfunktion for binomialfordeling I en kundeun-
dersøgelse har man udspurgt 10 tilfældigt udvalgte kunder om deres tilfredshed
med den ydede service. Blandt disse 10 kunder var 3 kunder utilfredse.

Man formulerer en model

• Model, data: Y ∼ bin(10, p)

Frekvensfunktionen for binomialfordelingen er

fY (y; p) = P[Y = y] =
(

10
y

)
py(1− p)10−y for y = 0, 1, 2, . . . , 10

hvorfor likelihoodfuktionen svarende til y = 3 er

L(p; y = 3) =
(

10
3

)
p3(1− p)7

og log-likelihood fuktionen er

l(p; y = 3) = 3 ln(p) + 7 ln(1− p) + ln
(

10
y

)
med scorefunktionen

l′p(p; y = 3) =
3
p
− 7

1− p
=

3− 10p
p(1− p)

og den observerede information

j(p; y = 3) =
−3
p2

− 7
(1− p)2

=
3− 10p
p(1− p)

Og i bogstaver:

l(p;Y ) = Y ln(p) + (10− Y ) ln(1− p) + ln
(

10
Y

)
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med scorefunktionen

l′p(p;Y ) =
Y

p
− 10− Y

1− p
=

Y − 10p
p(1− p)

og den observerede information

j(p;Y ) =
−Y

p2
− 10 − Y

(1− p)2

hvilket fører til den forventede information

i(p) = E

[−Y

p2
− 10− Y

(1− p)2

]
=
−10p

p2
− 10(1 − p)

(1− p)2
= − 10

p(1− p)

idet E[Y ] = 10p. ∇
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Kapitel 3

Lidt om den generelle lineære
model (normalfordelingsteori)

3.0 Introduktion og oversigt

De simple normalfordelingsmodeller (regressionsanalyse- og variansanalyse-
modeller), man møder i indledende statistikkurser, kan sammenfattes i en
omfattende modelklasse, den generelle lineære model (GLM). I dette kapi-
tel skitseres de vigtigste resultater for denne modelklasse. Først introduceres
dog den flerdimensionale normalfordelingsmodel i afsnit 3.1.

En af de vigtige egenskaber for modellerne er den simple geometriske beskri-
velse og fortolkning af reduktionen fra én model H1 : µ ∈ L1 til en simplere
model H2 : µ ∈ L2, hvor L1 og L2 er lineære underrum med L2 ⊂ L1. I
afsnit 3.3 gives indledningsvist en beskrivelse af estimation som projektion
p̊a det underrum, der er udspændt af modellen, og opspaltningen af kvadra-
tafvigelsessummen introduceres. I afsnit 3.4 beskrives fordelingsegenskaberne
for estimaterne, og det bemærkes specielt, at residualerne er uafhængige af
parameterestimaterne (og de fittede værdier).

Det sædvanlige F-test for modelreduktion udledes som likelihood-ratio testet
for modelreduktion. I afsnit 3.6.4 beskrives ideen bag de s̊akaldte type III
opspaltninger, og i afsnit 3.6.5 beskrives modelreduktion ved successive pro-
jektioner og tilsvarende type I opspaltninger af kvadratafvigelsessummer.
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Mens den abstrakte formulering ved lineære underrum er praktisk til forst̊aelse
af modellernes fundamentale egenskaber, benyttes i praksis sædvanligvis en
mere parametrisk fremstilling, fx ved brug af modelformler. I afsnit 3.7 be-
skrives til referenceform̊al forskellige repræsentationer og metoder til parame-
trisering af modellerne. En parametriseret model refererer til en modelmatrix;
en modelformel er lidt mere koordinatfri (den genererer sin egen modelma-
trix)

Det er imidlertid vigtigt at holde sig for øje, at en given model (et givet
underrum) kan parametriseres p̊a mange m̊ader, men de fittede værdier af-
hænger ikke af parametriseringen, men kun af underrummet.

Eksemplet i afsnit 3.8 kan benyttes ogs̊a ved gennemlæsning af de foreg̊aende
abstrakte afsnit til at konkretisere begreberne.

Endelig giver afsnit 3.9 lidt forklaring til nogle af de mange diagnostiske
størrelser, der benyttes ved tilpasning af modellerne.

Vi bemærker at under normalfordelingsantagelsen gælder de udledte forde-
lingsresultater (F-test mv.) eksakt, dvs ogs̊a for sm̊a stikprøver.

3.1 Statistisk model, den flerdimensionale nor-

malfordelingsmodel

Ofte skrives en normalfordelingsmodel for k observationer y1, . . . , yk p̊a ma-
trixform:

Yk,1 = µk,1 + εk,1

(Denne første gang har vi skrevet dimensioner p̊a matricer og vektorer).
I mange anvendelser antages Yi at være uafhængige, og med samme varians,
σ2, dvs

ε ∼ Nk(0k,1, σ
2Ik,k) (3.1)

I den generelle form tillades afhængighed mellem Y ’erne udtrykt ved en
varians-kovariansmatrix, σ2Σ, som er kendt p̊a nær en faktor, σ2, dvs

ε ∼ Nk(0k,1, σ
2Σk,k) , (3.2)
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hvor Σ er positiv definit.
Denne generelle form optræder for eksempel ved modellering af resultater af
blokforsøg, eller andre situationer med hierarkisk (tilfældig) variation.

Af hensyn til brugen i de generaliserede lineære modeller vil vi hellere se p̊a
strukturen i middelværdierne i stedet for at sige observation = middelværdi
PLUS støj:

Y ∼ Nk(µ, σ
2Σ) (3.3)

Definition 3.1.1 Tæthed for normalfordeling
Ved en normalfordelingsmodel, Y ∼ Nk(µ, σ

2Σ) for observationssættet Y1, Y2, . . . , Yn,
vil vi forst̊a en statistisk model, hvor den simultane tæthed for observations-
sættet er af formen

f(y; µ, σ2) =
1

(
√

2π)kσkdet(Σ)
exp

[−1

2σ2
(y − µ)′Σ−1(y− µ)

]
for y ∈ Rk

(3.4)

∇

Varians- kovariansmatricen for observationssættet er

D[Y] = σ2 Σ

Den bilineare form
δΣ(y1,y2) = y′1Σ

−1y2 (3.5)

definerer et indre produkt p̊a Rk. Til dette indre produkt svarer et ortogona-
litetsbegreb (svarende til at det indre produkt er nul), og en norm (defineret
ved ‖y‖Σ =

√
δ(y,y)).

Vi indfører notationen

D(y; µ) = ‖y − µ‖2
Σ = (y − µ)′Σ−1(y − µ) (3.6)

til at symbolisere den kvadratiske norm af vektoren (y−µ) svarende til det
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indre produkt defineret ved Σ−1.

Med disse betegnelser kan den simultane tæthed (3.4) udtrykkes som en tæt-
hed p̊a et vilk̊arligt endeligdimensionalt vektorrum for hvilket der er defineret
et indre produkt, δ(·, ·)

f(y; µ, σ2) =
1

(
√

2π)kσkdet(Σ)
exp

[−1

2σ2
D(y; µ)

]
(3.7)

Bemærkning 1 Scorefunktion og informationsmatrix for middel-
værdiparametrene

Logaritmen til likelihoodfunktionen bliver

`µ(µ, σ2;y) = −(k/2) log(σ2)− 1

2σ2
(y− µ)′Σ−1(y − µ) (3.8)

Scorefunktionen mht µ er derfor

∂

∂µ
`µ(µ, σ

2;y) =
1

σ2

[
Σ−1y −Σ−1µ

]
=

1

σ2
Σ−1(y − µ) (3.9)

og den observerede information (m.h.t. µ) er

j(µ;y) =
1

σ2
Σ−1 . (3.10)

Den observerede information (likelihoodfunktionens krumning) afhænger s̊aledes
ikke af observationerne y, hvorfor den forventede information f̊as som

i(µ) =
1

σ2
Σ−1 .

∇

Det fremg̊ar i øvrigt af (3.9), at under modellen (3.3) f̊as maksimum-
likelihood estimatet for sættet af middelværdier ved at sætte observatio-
nerne lig med deres middelværdier.
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3.2 Den generelle lineære model

Definition 3.2.1 Generel lineær model, GLM
En generel lineær model for Y1, Y2, . . . , Yk er en normalfordelingsmodel af for-
men (3.3), hvor der er formuleret en affin hypotese vedrørende middelværdi-
erne µ1, µ2, . . . , µk. Hypotesen er af formen

H0 : µ− µ0 ∈ L , (3.11)

hvor L er et lineært underrum af Rk af dimension m, og hvor µ0 angiver en
vektor af kendte offsetværdier. ∇

Definition 3.2.2 Dimension af generel lineær model

Betragt den generelle lineære model givet ved (3.11). Dimensionen m af un-
derrummet L kaldes for modellens dimension. ∇

Vi har valgt at formulere modellen i abstrakt vektorrumsterminologi, for s̊a kan
man tænke i projektioner og indre produkter m.v. uden at behøve at tænke p̊a,
hvordan man har valgt basis i L, og man kan formulere delhypoteser som under-
rum L1 ⊂ L, etc.

En s̊adan abstrakt angrebsvinkel er specielt nyttig fordi vi (og vores statistikpro-
gram) ofte vælger at overparametrisere en model. Tænk bare p̊a et faktorforsøg,
eller envejsklassificerede data, hvor modellen ofte parametriseres som

E[Yij ] = µ + αi

og vi derfor bliver nødt til at indføre et (kunstigt) lineært b̊and, fx
∑

niαi = 0,
eller αk = 0 for at sikre entydighed af modellen.

Definition 3.2.3 Modelmatrix for generel lineær model

Betragt en generel lineær model med en hypotese af formen (3.11).

S̊afremt der er valgt en basis for L, s̊adan at hypotesen kan udtrykkes p̊a
formen

H0 : µ− µ0 = Xβ med β ∈ Rm , (3.12)
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hvor X har fuld rang, kaldes matricen X for hypotesens modelmatrix.

Vektoren

x∗i =


xi1

xi2
...
xim

 , (3.13)

hvis elementer er den i’te række i modelmatricen, kaldes modelvektoren for
den i’te observation. ∇
Bemærkning 1 Betydningen af offsetværdien µ0

Ved mange sædvanlige hypoteser er offset værdien µ0 lig med nulvektoren 0,
og hypotesen udtrykker, at prædiktoren µ ligger i et m-dimensionalt under-
rum af Rk, udspændt af søjlerne i X.

Hvis offsetværdien µ0 er forskellig fra nulvektoren, specificerer hypotesen, at
prædiktoren µ ligger i et m dimensionalt sideunderrum i Rk. ∇

I det følgende vil vi se bort fra offset-værdien, µ0, idet vi for normalforde-
lingsmodellen blot kan foretage en nulpunktsforskydning af Y ’erne og derved
opn̊a µ0 = 0.

Bemærkning 2 Formulering af hypotese ved lineære b̊and.
Vi bemærker, at en hypotese af formen (3.12) alternativt kunne specificeres
ved

Mµ = Mµ0 (3.14)

hvor M er en (k −m)×m-dimensional matrix af fuld rang.

Rummet udspændt af (3.12) er jo netop løsningsmængden svarende til et
ligningssystem af formen (3.14). ∇
Bemærkning 3 Modelmatricen behøver ikke have fuld rang Det
er kun af bekvemmelighedsgrunde, at ovenst̊aende definition antager, at X
har fuld rang. Det afgørende er, at søjlerne i X er basisvektorer for L. N̊ar vi
har valgt at antage fuld rang er det for at kunne tillade sig at skrive (X′X)−1

uden at skulle bøvle med generaliserede inverser.
∇
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Bemærkning 4 Geometrisk fortolkning

Observationssættet y1, . . . , yk kan opfattes som et punkt i det k-dimensionale
euklidiske rum Rk (observationsrummet).

Matricen X udspænder et lineært underrum, L ⊂ Rk. (For nemheds skyld
kan man forestille sig, at X har fuld rang i hvilket tilfælde underrummet L
har dimensionen m).

N̊ar parameteren β gennemløber parameterrummet β ∈ Rm, da vil de tilsva-
rende værdier af middelværdien µ = Xβ beskrive en m-dimensional hyper-
plan, L = µ(B) ⊂ Rk. Hyperplanen er udspændt af søjlerne i X, og β angiver
de lokale koordinater i det koordinatsystem, der er angivet ved søjlerne i X.

∇

Fuld model og minimal model

To yderpunkter i samlingen af potentielle modeller er den fulde model, der
siger at enhver observation har sin egen middelværdi, og den minimale model,
der siger at alle observationerne har samme middelværdi (vi ser normalt bort
fra den endnu mindre model, hvor alle observationer har middelværdien nul)

Definition 3.2.4 Fuld model Ved den fulde model vil vi forst̊a modellen
svarende til at middelværdivektoren µ varierer frit i Rk, dvs modellen med
modelmatricen

X = Ik

∇
Definition 3.2.5 Minimal model Ved den minimale model vil vi forst̊a
modellen svarende til den udartede modelmatrix

X =


1
1
· · ·
1


∇

For Σ = I er afstanden fra observationspunktet til den minimale model netop
kvadratafvigelsessummen omkring det fælles gennemsnit.
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3.3 Estimation i en GLM

Under hypotesen (3.11)
H0 : µ ∈ L ,

bestemmes maksimum-likelihood estimatet for sættet af middelværdier som
den ortogonale (m.h.t δΣ) projektion, pL(y) af punktet y ned p̊a det lineære
underrum, L.

S̊afremt hypotesen er udtrykt p̊a formen (3.12)

H0 : µ(β) = Xβ

bestemmes maksimum-likelihood estimatet for β som løsning til normallig-
ningen

X′Σ−1y = X′Σ−1Xβ̂ (3.15)

Alts̊a m ligninger med m ubekendte.

Hvis X har fuld rang (m), er der en entydig løsning, som bestemmes ved

β̂ = (X′Σ−1X)−1X′Σ−1y (3.16)

Bevis:

Det følger umiddelbart af udtrykket (3.7) for likelihoodfunktionen, at maksi-
mum mht µ f̊as ved at minimere “afvigelsen” D(y; µ) for µ ∈ L. Da D(y; µ)
udtrykker en norm mht til det indre produkt, δΣ, opn̊as minimum netop ved
at projicere ned p̊a L.

For en parametriseret hypotese (3.12) finder man ved benyttelse af (2.11),
idet

∂

∂β
µ(β) =

∂

∂β
Xβ = X
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at

∂

∂β
`β(β, σ2;y) =

[
∂µ

∂β

]′
∂

∂µ
`µ(µ(β), σ2;y)

=
1

σ2
X′ [Σ−1y −Σ−1Xβ

]
(3.17)

idet scorefunktionen mht µ er givet ved (3.9).

Det ses, at (3.17) netop er nul, n̊ar normalligningen (3.15) er opfyldt. ∇

Bemærkning 1 Fittede værdier, hatmatrix

De fittede værdier µ̂ = Xβ̂ f̊as ved at projicere y ned p̊a planen udspændt
af X, og β̂ angiver de lokale koordinater (i koordinatsystemet bestemt af
søjlerne i X matricen) til projektionen.

I SAS-Insight fremkommer de fittede værdier i outputvariablen Predicted.

Hatmatricen
H = X[X′Σ−1X]−1X′

er projektionsmatricen, der overfører y til de fittede værdier µ̂ (nemlig
sætter hat p̊a y’erne).

idet nemlig
µ̂ = pL(y) = Xβ̂ = Hy

I det simple tilfælde med Σ = I er hatmatricen blot

H = X[X′X]−1X′

I SAS-Insight fremkommer diagonaleelementerne i hatmatricen i outputvari-
ablen Hat diag.

Residualerne er
r = y−Xβ̂ = (I−H)y (3.18)
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I SAS-Insight fremkommer residualerne i outputvariablen Residual.

Hat-matricen er en projektionsmatrix og derfor er den symmetrisk (nemlig
H′ = H) og idempotent (H2 = H)

∇

Bemærkning 2 Ortogonalitet

Maksimum-likelihood estimatet for β bestemmes åbenbart som den værdi af
β, der minimerer afstanden ‖y−Xβ‖ under denne norm.

Det følger af normalligningen (3.15), at

X′Σ−1(y−Xβ̂) = 0 (3.19)

dvs, at residualerne (3.18) er ortogonale (mht Σ−1) p̊a planen, L, udspændt
af X.

Dvs specielt er residualvektoren ortogonal p̊a vektoren af fittede værdier. ∇

Bemærkning 3 Dimension (rang) af residualvektor

Residualerne r ligger alts̊a i et lineært underrum af dimensionen k−m, som
er ortogonalt p̊a L (af dimension m).

∇

Bemærkning 4 Opspaltning af kvadratsum

Det følger af ovenst̊aende betragtninger, at der gælder den pythagoræiske
opspaltning

D(y; 0) = D(y;Xβ̂) +D(Xβ̂; 0) (3.20)

= (y −Xβ̂)′Σ−1(y −Xβ̂) + (Xβ̂)′Σ−1Xβ̂

af den totale variation omkring nul i en residualvariation og en variation af
estimaterne omkring nul som illustreret i nedenst̊aende figur
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O

x

P(x)

||x||

||x-P(x)||

||P(x)||

L

De sædvanlige variansanalyseskemaer beskriver en tilsvarende opspaltning af
variationen omkring den minimale model (det fælles gennemsnit).

∇

3.4 Fordeling af β̂, fittede værdier og

residualer, estimation af σ2

3.4.1 Fordeling af β̂, fittede værdier og residualer

Da β̂ er en linearkombination af de normalt fordelte Y ’er gælder at for-
delingen af linearkombinationen β̂ af Y ’erne er en Nm(β, σ2 (X′Σ−1X)−1)-

fordeling, dvs middelværdi og dispersionsmatrix for β̂ er givet ved
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E[β̂] = β (3.21)

D[β̂] = σ2 (X′Σ−1X)−1 (3.22)

Og ligeledes gælder, at de fittede værdier er normalt fordelt med

D[Xβ̂] = σ2X[X′Σ−1X]−1X′ = σ2H

der har rangen m.

Og residualerne r = Y − Xβ̂ er uafhængige af de fittede værdier og har
middelværdien nul og dispersionsmatricen

D[r] = σ2(I−H)

med rangen k −m.
Residualerne har s̊aledes ikke samme varians. Det i’te residual har variansen

V[ri] = σ2(1− hii) (3.23)

hvor hii er det i’te diagonalelement i hat-matricen. Hvis specielt hii er nær
ved 1, er der alts̊a ikke stor varians p̊a residualet.

Modsvarende har vi, at

V[µ̂i] = σ2 hii ;

dvs, at hvis hii er lille, er der ikke stor varians p̊a den fittede værdi.

Vi finder specielt, at korrelationen mellem en observation og den fittede værdi
er

ρ(yi, µ̂i) =
√
hii

3.4.2 Kvadratiske former, spaltningssætningen

For opspaltningen af kvadratafvigelsessummen (3.20) gælder den s̊akaldte
spaltningssætning for kvadratiske former, se fx Christensen [1] Afsnit 1.3.

Essensen i sætningen er, at for Y ∼ Nk(0,Σ), og for det tilsvarende indre
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produkt, δ(·, ·), og norm defineret som før ved (3.5) og ‖y‖Σ =
√
δ(y,y), vil

den kvadratiske form

‖Y‖2
Σ = Y′Σ−1Y ∼ χ2(k)

og yderligere, hvis Rk er en direkte sum af de ortogonale (m.h.t δ(·, ·)) un-
derrum U1, . . . , Um, da vil normen Qi af projektionen af Y ned p̊a Ui være
χ2(dim(Ui)) fordelt, og yderligere vil normerne Qi og Qj være uafhængige
(for i 6= j).

Hvis alts̊a vi har spaltet observationsrummet i en direkte sum af en række
ortogonale underrum, kan vi (som allerede Pythagoras kunne) spalte den
χ2-fordelte afstand ‖y‖2

Σ i en tilsvarende sum af uafhængige χ2-fordelte
størrelser, hvis frihedsgrader er dimensionerne af de p̊agældende underrum.

3.4.3 Fordeling af residualkvadratsummen, estimation
af σ2

Det følger nu af (3.20) at residualkvadratsummen følger en σ2χ2(k − m)-
fordeling

D(y;Xβ̂) = r′Σ−1r ∼ σ2χ2(k −m)

og at residualkvadratsummen er uafhængig af estimaterne for β.
Ved simultan maksimum-likelihood estimation af β og σ2 finder man maksimum-
likelihood estimatoren

σ̂2 = r′Σ−1r
/
k = D(y;Xβ̂)

/
k

og den har de sædvanlige gode asymptotiske egenskaber for maksimum-
likelihood estimatorer, men alligevel er den utilfredsstillende, hvis antallet,
m, af β-parametre ikke er forsvindende i forhold til antallet, k, af observa-
tioner. Blandt andet er den kun asymptotisk central (dvs. med den rette
middelværdi).

I en s̊adan situation med nuisance parametre β, der er irrelevante for esti-
mationen af σ2, vil man tage hensyn til at de er maksimeret væk i profil-
likelihood’en, og derfor vil man ikke direkte bruge profillikelihood’en, men
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benytte at fordelingen af residualerne er uafhængig af fordelingen af de fit-
tede værdier og af nuisanceparametrene β, og s̊a kan man bare kigge p̊a den
marginale likelihood svarende til σ2χ2-fordelingen af residualkvadratsummen
i analogi med eksempel 2.2.2.

Man benytter derfor

s2 = r′Σ−1r/(k −m) = D(y;Xβ̂)
/
(k −m) (3.24)

som estimator for σ2.

3.4.4 Test af enkelte parametre

Det følger af ovenst̊aende resultater om fordelingen af estimaterne, at hypo-
teser vedrørende enkelte parametre βj kan testes ved t-test i de marginale

normalfordelinger af β̂j . Sædvanligvis angiver SAS-outputtet under overskrif-
ten “parameter estimates” teststørrelser (t-test) og p-værdier for s̊adanne test
for hypoteser af formen βj = 0

3.5 Eksempel, simpel lineær regressionsmo-

del

Højde af ramusknogle
Nedenst̊aende tabel viser m̊alinger af højden af ramusknoglen hos en dreng.
Målingerne er foretaget med halv̊arlige intervaller fra hans 8-̊ars fødselsdag.

Alder [År ] højde [mm]
8 51.2

8 1/2 53.0
9 54.3

9 1/2 54.5

Vi prøver nu som et regneeksempel at udføre en lineær regressionsanalyse af
ramushøjde mod alder. (Dette er dog ikke en særlig hensigtsmæssig model
for vækst plus m̊alefejl)
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Antager vi nu, at ramushøjden Yi ved alderen x∗i kan beskrives ved en N(µi, σ
2)

fordelt variabel, har vi modellen

µi = β∗1 + β2x
∗
i , i = 1, 2, . . . , 4

Vi vil illustrere brugen af modelmatricen til bestemmelse af løsningen.
For at simplificere beregningerne vælger vi at regne alderen xi = x∗i − 8.75
(dvs alderen i år minus 8.75). Denne transformation ændrer ikke analysen,
men det er klart, at de fundne værdier af koefficienterne skal fortolkes i lys
af dette valg af nulpunkt.

Med dette valg har vi modelmatricen:

X =


1.0 −0.75
1.0 −0.25
1.0 0.25
1.0 0.75

 med X′X =

(
4.00 0.00
0.00 1.25

)

hvorfor

(X′X)−1 =

(
0.25 0.00
0.00 0.80

)
,

der fører til estimaterne β̂1 = 53.25, β̂2 = 2.24
De fittede værdier µ̂i bestemmes da som

µ̂i = 53.25 + 2.24 xi

og residualkvadratet svarende til den i’te observation er

d(yi, µ̂i) = (yi − 53.25− 2.24 xi)
2

De fittede værdier og residualkvadraterne er angivet i nedenst̊aende tabel
(residualkvadraterne kaldes her devianser i overensstemmelse med termino-
logien for generaliserede lineære modeller):

Alder [År ] højde [mm] fittet værdi deviansbidrag
xi yi µ̂i d(yi, µ̂i)

8 -0.75 51.2 51.57 0.1369
8 1/2 -0.25 53.0 52.69 0.0961

9 0.25 54.3 53.81 0.2401
9 1/2 0.75 54.5 54.93 0.1849
sum 0.6580
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Hvis vi kendte variansen, σ2, kunne vi vurdere modeltilpasningen ved at sam-
menholde residualkvadratsummen

∑
d(yi; µ̂i) med dens forventningsværdi

(4−2)σ2. Imidlertid kender vi ikke variansen, men s̊afremt vi antager at den
lineære model kan opretholdes, kan vi estimere variansen σ2 ved

σ̂2 = 0.6580/(4− 2) = 0.3290

svarende til
σ̂ = 0.5736 [mm]

Modeltilpasningen kan vurderes ved at betragte residualerne. S̊aledes kan
normalfordelingsantagelsen vurderes ved at tegne et fraktildiagram, et s̊akaldt
QQ-plot, varianshomogeniteten kan vurderes ved at tegne residualerne mod
de fittede værdier. I afsnit 3.9 angives en række metoder til kontrol af mo-
dellen.

Geometrisk

Observationsættet (de fire højder) kan opfattes som et punkt i det 4-dimensionale
rum. Søjlerne i matricen X udspænder en plan i dette rum og danner ba-
sisvektorer for denne plan, hvor β1 og β2 angiver de lokale koordinater. Og
fordi vi var s̊a snedige at bruge alderen 8.75 som udgangs̊ar er det lokale
koordinatsystem ortogonalt.

Havde vi mon f̊aet en anden plan, hvis vi havde regnet alderen i almindelige
år ?

SAS-output

I SAS-Insight vælges Fit-menuen, og man formulerer modellen med ramushøjde
som responsvariabel (Y) og den reducerede alder som forklarende variabel
(X). S̊afremt man i Output menuen havde markeret rubrikken Analysis of

Variance/Deviance, havde man f̊aet variansanalyseskemaet:
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The SAS System

Analysis of Variance

Source DF Sum of Squares Mean Square F Stat Pr > F

Model 1 6.2720 6.2720 19.06 0.0487

Error 2 0.6580 0.3290 . .

C Total 3 6.9300 . . .

der netop afspejler en opspaltning af den totale afvigelse omkring det fæl-
les gennemsnit (C Total) i residualvariationen omkring den estimerede linie
(Error) og liniens afvigelse fra vandret (Model), hvor frihedsgraderne (DF)
netop angiver dimensionerne af de tilsvarende underrum.

En markering af Parameter Estimates giver udskrift af parameterestima-
terne, den estimerede spredning p̊a disse estimater, en t-størrelse, der tester
en hypotese om hvorvidt den p̊agældende parameterværdi kan antages at
være nul, samt den tilsvarende signifikanssandsynlighed (p-værdi)

Parameter Estimates

Pr

Variable DF Estimate Std Error t Stat >|t|

Intercept 1 53.2500 0.2868 185.67 <.0001

ald 1 2.2400 0.5130 4.37 0.0487

I menuen Output variables kan man blandt andet vælge at f̊a beregnet de
fittede værdier µ̂i og residualerne. Endvidere kan man vælge at f̊a beregnet
en række diagnostiske størrelser. Disse størrelser er beskrevet i afsnit 3.9.

3.6 Reduktion af en generel lineær model

3.6.1 Introduktion

Ved en vurdering af hvilke koefficienter, der er nødvendige til beskrivelse af
interessevariablen, kan man naturligvis godt vurdere én koefficient ad gangen
ved brug af de marginale t-størrelser, som anført i afsnit 3.4.4 ovenfor. Man
skal dog være forsigtig med at bruge en s̊adan fremgangsm̊ade, da den jo ikke
tilgodeser den korrelation, der er mellem de forskellige parameterestimater.
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Endvidere skal man være meget forsigtig med at bruge metoden til at fjerne
flere koefficienter p̊a èn gang. Den korrelation, der er mellem estimaterne af
de enkelte koefficienter, kan bevirke, at selv om et antal af koefficienterne hver
for sig kan antages at være nul, kan de ikke alle antages at være nul samtidig.
En anden indvending, man kan rette mod denne fremgangsm̊ade er, at selv
om det enkelte test udføres, fx. p̊a et 5 % niveau, vil niveauet svarende til
den enkeltvise vurdering af et antal koefficienter være noget mindre end de
formelle 5 %. (Hvis alle koefficienter virkelig var nul, ville sandsynligheden
for at mindst én af r koefficienter blev dømt som værende forskellig fra nul
ved r uafhængige tests af koefficienterne være 1 − (0.95)r, alts̊a væsentligt
større end 5 %).

Én fremgangsm̊ade kan naturligvis være at reparametrisere problemet s̊aledes
at den resulterende modelmatrix er ortogonal. Herved opn̊ar man uafhæn-
gige estimater af de enkelte parametre. Denne fremgangsm̊ade benyttes ofte
i forsøgsplanlægningen, n̊ar det er muligt at tilrettelægge dataindsamlingen
p̊a en m̊ade, der tillader meningsfuld ortogonal parametrisering. Brugen af
ortogonale polynomier er et andet eksempel p̊a en situation, hvor en s̊adan
fremgangsm̊ade er mulig. Ligeledes er regression efter principale komponen-
ter et eksempel p̊a en ortogonal parametrisering.

En anden fremgangsm̊ade er at formulere en række modeller, hvor de til-
svarende underrum ligger inden i hinanden, og derefter foretage successive
modelreduktioner ved betinget test i disse modeller. I det følgende vil denne
fremgangsm̊ade blive beskrevet nærmere.

3.6.2 Kvotienttest for modelreduktion

Kvotienttest

Vi vil benytte det s̊akaldte kvotienttest (likelihood-ratio test, se fx. Shao
[13] eller Bickel og Doksum [3]): Lad Y være en stokastisk variabel, hvis
fordeling under en forelagt model kan beskrives ved en familie af tætheder,
{f(y; θ)}θ∈Ω og betragt en hypotese (delmodel) specificeret ved θ ∈ Ω1 ⊂ Ω,
hvor dim(Ω) = k og dim(Ω1) = m.

Kvotienttestet for hypotesen H0 : θ ∈ Ω1 imod alternativet Ha
0 : θ ∈ Ω\Ω1
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bygger p̊a kvotientteststørrelsen

q(y) =
supθ∈Ω1

L(θ; y)

supθ∈Ω L(θ; y)

Sm̊a værdier af q fortolkes som evidens imod hypotesen. Testet afviser s̊aledes
for sm̊a værdier af q.

Der gælder med sandsynligheden 1, at

0 ≤ q(y) < 1

Under regularitetsbetingelser (i det væsentlige, at støtten for f ikke af-
hænger af parametrene) vil −2 ln q(y) approksimativt følge en χ2(k − m)
fordeling. (Se fx Shao, [13]).

Fortolkningen af testet er, at det sammenligner maksimumværdien af likeli-
hoodfunktionen under modellen (givet ved Ω) med maksimumværdien under
hypotesen H0. Hvis maksimumværdien under hypotesen er væsentligt mindre
end under modellen, tages dette som udtryk for at observationerne ikke er i
overensstemmelse med hypotesen. Alts̊a, jo mindre værdi af q, desto mindre
overensstemmelse mellem data og hypotese. Testets niveau fastlægger afskæ-
ringsværdien af q (eller af −2 log q).

I den generelle lineære model kan man angive den eksakte fordeling for
teststørrelsen, som vist nedenfor.

Maksimum af likelihoodfunktionen

Betragt normalfordelingsmodellen (3.4) Y ∼ Nk(µ, σ
2Σ) for den fulde mo-

del. Lad y ∈ Rk og betragt et underrum L ⊂ Rk. Vi vil lade pL(y) betegne
den ortogonale (m.h.t dette indre produkt) projektion af y ned p̊a L.

Hvis underrummet L er udspændt af modelmatricen X, s̊a vi i afsnit 3.3, at

pL(y) = Hy = X[X′Σ−1X]−1X′y (3.25)
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For Σ = Ik er det bare den sædvanlige projektion.

S̊afremt L er parametriseret ved parametrene β svarende til modelmatricen
X bliver logaritmen til likelihoodfunktionen

`(β, σ2) = −(k/2) log(σ2)− 1

2σ2
D(y; µ)

Vi har allerede fundet maksimum-likelihood estimatet for β og konstateret
at estimationen af β ikke involverer σ2.

Maksimum-likelihood estimatet for σ2 er

σ̂2 =
1

k
D(y; pL(y)) (3.26)

idet jo de fittede værdier under modellen svarende til L er µ̂ = pL(y).

Værdien af likelihoodfunktionen svarende til maksimumværdien f̊as ved ind-
sættelse af µ̂ = pL(y) og σ̂2 = D(y; pL(y))/k. Det ses, at for maksimums-
punktet bliver den faktor i likelihoodfunktionen , der indeholder eksponential-
funktionen, simpelthen bare exp(−k/2). Logaritmen til likelihoodfunktionen
i maksimumspunktet bliver da

`(β̂, σ̂2) = −(k/2) log(σ̂2)− k

2
(3.27)

hvor σ̂2 er bestemt ved (3.26)

Vi bemærker, at da de de fittede værdier kun afhænger af underrummet,
og ikke af den valgte parametrisering (basis, modelmatrix), afhænger mak-
simumsværdien af likelihoodfunktionen heller ikke af den valgte parametri-
sering af underrummet.

Sætning 3.6.1 Kvotienttest for modelreduktion i generel lineær
model
Betragt normalfordelingsmodellen Y ∼ Nk(µ, σ

2Σ) og antag, at der gælder
modellen

H1 : µ ∈ L ⊂ Rk
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med dim(L) = m1.

Lad L2 ⊂ L være et lineært (affint) underrum med dim(L2) = m2. Da er
kvotientteststørrelsen for hypotesen

H2 : µ ∈ L2 imod alternativet Ha
2 : µ ∈ L\L2

en monoton funktion af

F (y) =
D(p1(y); p2(y))/(m1 −m2)

D(y; p1(y))/(k −m1)
(3.28)

hvor p1(y) og p2(y) angiver projektionerne af y p̊a henholdsvis L og L2.

Under hypotesen H2 vil F ∼ F(m1 −m2, k −m1); dvs store værdier af F er
udtryk for manglende overensstemmelse mellem data og hypotesen.

Bevis:
Det følger af (3.27), at kvotientteststørrelsen er

q2|1(y) =

[
D(y; p1(y))

D(y; p2(y))

]k/2

men da p1(y) ∈ L, og p2(y) ∈ L2 ⊂ L, vil ogs̊a p1(y) − p2(y) ∈ L. Da
endvidere residualvektoren y − p1(y) er ortogonal p̊a L, er y − p1(y) og
p1(y)− p2(y) ortogonale, og vi har derfor den Pythagoræiske relation,

D(y; p2(y)) = D(y; p1(y)) +D(p1(y); p2(y)) (3.29)

s̊aledes at vi har

q2|1(y) =

[
D(y; p2(y))

D(y; p1(y)) +D(p1(y); p2(y))

]k/2

=

 1

1 +
D(p1(y); p2(y))

D(y; p1(y))


k/2

=

 1

1 +
m1 −m2

k −m1
F


k/2

hvor F er givet ved (3.28). Alts̊a jo større værdi af F , desto mindre værdi af
kvotientteststørrelsen q.
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Det følger af spaltningssætningen i forbindelse med (3.29), at daD(y; p2(y)) ∼
σ2χ2(k−m2), og da y−p1(y) og p1(y)−p2(y) er ortogonale, at D(y; p1(y)) ∼
σ2χ2(k − m1) og D(p1(y); p1(y)) ∼ σ2χ2(m1 − m2) er uafhængige, hvorfor
det følger, at F ∼ F(m1 −m2, k −m1).

∇
Lad µ̂ og ̂̂µ angive de fittede værdier under henholdsvis H1 og H2. Vi kan da
udtrykke relationen (3.29) som

D(p1(y); p2(y)) = D(̂̂µ; µ̂) = D(y; ̂̂µ)−D(y; µ̂) (3.30)

Testet m̊aler afvigelsen, D(̂̂µ; µ̂) mellem de fittede værdier µ̂ under modellen,

og de fittede værdier ̂̂µ under hypotesen i forhold til den naturlige usikkerhed
under modellen, D(y; µ̂).

Det statistik-tekniske, der ligger bag, er, at p̊a grund af normalfordelingen af
observationerne, den lineære model- og hypotese, ortogonalitetsegenskaber
ved projektioner samt spaltningssætningen lykkedes det at spalte residua-

lafvigelsen under hypotesen, D(y; ̂̂µ), i to uafhængige bidrag, ét, der m̊aler

tilpasningen,D(y; µ̂), til modellen H1, og ét, der m̊aler tilpasningen,D(̂̂µ; µ̂),
til hypotesen H2 under antagelse af, at modellen H1 er sand. Opspaltningen,
der danner grundlag for opskrivning af variansanalyseskemaer er illustreret
i figur 3.1.

Testet best̊ar s̊aledes i at vurdere forøgelsen i residualkvadratsum ved reduk-
tion af modellen til H2 i forhold til residualkvadratsummen under H2. Vi kan
formulere testet i ord:

Test for udeladelse af led:

F-størrelse:

F =
forøgelse i residualkvadratsum/antal testede parametre

estimat for σ2 fra model

Det skal bemærkes, at testet er udledt som et betinget test. Det tester hy-
potesen H2 : µ ∈ L2 under forudsætning af, at H1 : µ ∈ L gælder. Det
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vurderer ikke p̊a nogen m̊ade om H1 er i overensstemmelse med data - tvær-
timod bruger vi jo modeltilpasningen til H1 som m̊al for σ2, dvs til at vurdere
D(p1(y); p2(y)).

O

x

P1(x)||x-P2(x)||

||x-P1(x)||

||P1(x)-P2(x)||

L

P2(x)

L2

Figur 3.1: Test af hypotesen H2 : µ ∈ L2 under antagelse af H1 : µ ∈ L

3.6.3 Testet udtrykt i en parametriseret model

Ovenst̊aende test var formuleret koordinatfrit, nemlig udtrykt i underrum
og projektioner. Vi vil her supplere fremstillingen ved at formulere testet i
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en parametriseret model, dvs udtrykt ved en modelmatrix og de tilsvarende
koefficienter.

Antag s̊aledes, at underrummet L er fastlagt ved modelmatricen X1 med de
m1 lineært uafhængige søjler x1, . . . ,xm1 , dvs at modellen H1 kan udtrykkes
som µ = X1β for β ∈ Rm1 . Estimatet (under H1) for β er derfor (jvf (3.16))

β̂ = (X′
1Σ

−1X1)
−1X′

1Σ
−1y (3.31)

og estimatet for σ2 under H1 er

s2
1 =

1

k −m1
D(y;X1β̂)

Antag nu, at hypotesen H2 udsiger, at de sidste m1 −m2 koefficienter, βi er
nul, dvs

H2 : βm2+1 = · · · = βm1 = 0

svarende til L2 = span{x1, . . . ,xm2}.

Betragt nu en opdeling af X1 = {X2,U}, hvor X2 har søjlerne x1, . . . ,xm2

og U har søjlerne xm2+1, . . . ,xm1 , og lad tilsvarende β′ = {α′,γ ′}, hvor α
angiver de første m2 komponenter af β, og γ angiver de sidste m1−m2 kom-
ponenter.

I denne parametrisering kan hypotesen alts̊a udtrykkes som

H2 : γ = 0

svarende til µ = X2α med estimatet for α under H2̂̂α = (X′
2Σ

−1X2)
−1X′

2Σ
−1y

med den tilsvarende fittede værdi, ̂̂µ under H2̂̂µ = X2
̂̂α

Tilsvarende kan estimatet (3.31) betegnes β̂
′
= {α̂′, γ̂ ′}, s̊adan at den fittede

værdi under modellen H1 kan skrives

µ̂ = Xβ̂ = X2α̂ + Uγ̂
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Teststørrelsen (3.28) for H2 under H1 er da

F (y) =
D(µ̂; ̂̂µ)/(m1 −m2)

s2
1

(3.32)

hvor
D(µ̂; ̂̂µ) = D(X2α̂ + Uγ̂;X2

̂̂α) = ‖X2(α̂− ̂̂α) + Uγ̂‖
jvf (3.6).

I almindelighed vil teststørrelsen for H2 : γ = 0 alts̊a afhænge hvilke øvrige
parametre α, der er i modellen.

Bemærkning 1 Specialtilfældet med ortogonal parametrisering
Hvis nu specielt X′

2U = 0, (dvs hvis rummet udspændt af søjlerne i U er

ortogonalt p̊a L2), gælder, at X2α̂ er projektionen ned p̊a L2, dvs at α̂ = ̂̂α,
uafhængigt af γ̂. I dette tilfælde f̊ar man

D(µ̂; ̂̂µ) = ‖Uγ̂‖
og F-teststørrelsen (3.28) simplificeres til et test alene baseret p̊a γ̂

F (y) =
‖Uγ̂‖/(m1 −m2)

s2
1

=
(Uγ̂)′Σ−1Uγ̂/(m1 −m2)

s2
1

S̊afremt rummet udspændt af søjlerne svarende til de parametre, der testes,
er ortogonalt p̊a rummet L2 svarende til de øvrige parametre i modellen,
vil teststørrelsen for modelreduktion ikke afhænge af hvilke parametre, der
i øvrigt er i modellen.

∇

3.6.4 Modelreduktion ved partielle tests

Vi har alts̊a et princip for test for reduktion af en model, nemlig test af en
hypotese, der er formuleret som et underrum i en given model. Ofte vil der
være flere m̊ader, hvorp̊a en given model Hi kan udtrykkes som en følge af
underrum, der omslutter hinanden. P̊a et givet trin kan man s̊aledes fortsætte
reduktionen ad flere forskellige grene. For at vælge, ad hvilken gren, man vil
fortsætte, benyttes sædvanligvis et partielt test:
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||P1’(y)−P2(y)||

||y−P1’(y)||

||P1(y)−P2(y)||

||y−P1(y)||

P2(y)
O

P1’(y)

P1(y)

Y

beta 2

beta 1

||P1’(y)−P2(y)||

P1’(y)
||y−P1’(y)||

beta 2

||y−P1(y)||

||P1(y)−P2(y)||P2(y)
O P1(y)

Y

beta 1

Figur 3.2: Projektioner ved hhv ortogonale og ikke-ortognale søjler i X-
matricen

Definition 3.6.1 Partielt kvotienttest
Antag at hypotesen Hi har de forskellige delhypoteser HA

i+1 ⊂ Hi; H
B
i+1 ⊂ Hi;

. . .HK
i+1 ⊂ Hi.

Ved det partielle kvotienttest for HJ
i+1 under Hi forst̊as det betingede test

for hypotesen HJ
i+1 under antagelse af at hypotesen Hi kan opretholdes.

Det følger af sætning 3.6.1, at tælleren i F-teststørrelsen i dette partielle test

bestemmes som afvigelsen mellem estimaterne µ̂ under Hi og estimaterne ̂̂µ
under HJ

i+1

F (y) =
D(µ̂; ̂̂µ)/(m1 −m2)

s2
1

, (3.33)

∇
hvor s2

1 angiver residualvariansen under Hi.

Bemærkning 1 Det partielle test betegnes undertiden et type III
test
Det partielle test af HJ

i+1 under Hi kaldes undertiden det marginale kvotient-

test af HJ
i+1 (under Hi)

I SAS procedurerne kaldes testet ofte et Type III test. ∇
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Bemærkning 2 Det partielle test “korrigerer” for alle de effek-
ter, der er i modellen p̊a det p̊agældende trin
Ved tolkning af teststørrelserne svarende til et givet trin i modelhierarkiet
siger man, at man vurderer effekten af det givne led korrigeret for de øvrige
effekter, der er i modellen p̊a det p̊agældende trin. ∇

3.6.5 Successiv testning, type I opspaltning

Nu er princippet klart.

Betragt en hierarkisk organiseret kæde af lineære hypoteser, dvs. hypote-
sekæder af formen:

HM ⊂ . . . ⊂ H2 ⊂ H1 ⊂ H0 ⊂ HF (3.34)

dvs.
HM ⇒ . . .⇒ H2 ⇒ H1 ⇒ H0 ⇒ HF

hvor Hi er en lineær hypotese, og hvor HF angiver den fulde model. Bunden
af kæden, HM , angiver den minimale model, der overhovedet kan komme i be-
tragtning (Sædvanligvis total homogenitet, dvs. at alle middelværdier er ens).

En hypotese Hi specificerer et underrum Li ⊂ Rk.
Modelhierarkiet svarende til hypoteserne kan da udtrykkes ved følgen af li-
neære underrum

R ⊆ LM . . . ⊂ L2 ⊂ L1 ⊂ L0 ⊂ Rk , (3.35)

Vi har tidligere set, at s̊adanne hypoteser kan repræsenteres ved en model-
matrix.

Modelmatricen svarende til den fulde model HF er den k-dimensionale en-
hedsmatrix Ik. Lad Xi angive en modelmatrix svarende til Hi. Den minimale
model, HM , vil sædvanligvis være en model svarende til fuldstændig homo-
genitet, dvs en model med blot et interceptled. Modelmatricen for denne
minimale model er en søjle med lutter ettaller.

Modelhierarkiet svarende til hypoteserne kan tilsvarende udtrykkes ved rum-
mene udspændt af modelmatricerne

R ⊂ . . . ⊂ span(X2) ⊂ span(X1) ⊂ span(X0) ⊂ Rk , (3.36)

64



hvor span(X) angiver underrummet udspændt af søjlerne i matricen X.

Modelhierarkiet er illustreret i nedenst̊aende figur

1

H

M

0

H

F

H1

H

Det følger ved gentagen anvendelse af sætning 3.6.1, at

s̊afremt en kæde af hypoteser er organiseret hierarkisk, kan man spalte resi-
dualafvigelsen D(y; pM(y)) omkring den minimale model i en sum af bidrag,
der hver for sig kan tillægges en selvstændig fortolkning som ændringen i
residualkvadratsummen n̊ar man reducerer modellen til den nærmest lavere
model.
tælleren i F-teststørrelsen svarende til kvotientteststørrelsen for et betinget
test.
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Den sædvanlige variansanalyseopspaltning, Type I test, udtrykker suc-
cessive projektioner ned igennem en kæde af underrum svarende til
rækkefølgen i modelformlen, hvor der p̊a ethvert trin er korrigeret for de
effekter, der st̊ar tidligere i modelformlen (højere oppe i variansanalyseske-
maet).

Derimod udtrykker leddene i type III analysen bidraget fra det p̊agældende
led, n̊ar alle de øvrige led bibeholdes i modellen.

Kun hvis X matricen er ortogonal svarer type I og type III til hinanden.

I praksis, i situationer, hvor man ikke har en ortogonal opspaltning af model-
matricen (parameterrummet) vil man derfor ofte starte med en stor model
- tænke over det tilsvarende inklusionsdiagram (dvs forskellige hypotesekæ-
der af formen (3.34) - og bruge et partielt test (type III) til - under skyldig
hensyntagen til analyseform̊alet - at afgøre hvilken sti, man vil benytte (dvs
hvilket led, man vil fjerne). Derefter reestimeres modellen - for at opn̊a et
nyt estimat for residualvariansen, σ2 (som har flere frihedsgrader, og som
afspejler den reelle variation omkring den valgte model), og der foretages
modelkontrol for at vurdere om modellen er rimelig, og s̊a fortsætter man p̊a
samme m̊ade.

Evt opdager man, at det havde været bedre at vælge en anden sti p̊a et
foreg̊aende trin, og s̊a g̊ar man tilbage i hierarkiet til dette trin, og fortsætter
nedad den nye sti.

3.7 Repræsentation af modeller, modelform-

ler og analytiske udtryk

Hidtil har vi i store og hele repræsenteret modeller og delmodeller ved affine un-
derrum af Rk, og udtrykt estimation og test ved projektioner og afstande relateret
til disse underrum. Dette har været fordelagtigt med henblik p̊a en beskrivelse af
de generelle egenskaber, idet disse egenskaber ikke afhænger af de vilk̊arlige pa-
rametriseringer (koordinatsystemer) af rum og underrum. I det omfang, det har
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været relevant, har vi specificeret et underrum ved en modelmatrix uden dog at
g̊a nærmere ind p̊a formuleringen af modelmatricen.

I praksis vil man som regel benytte en eller anden form for parametrisering af
problemet for lettere at kunne kommunikere resultatet af analysen. Vi vil her
beskrive forskellige repræsentationer af generelle lineære modeller, nemlig

repræsentation ved modelmatrix: En repræsentation

µ = Xβ

ved et sæt af vektorer, der udspænder det lineære underrum

Parametrisk repræsentation: En repræsentation ved et regneudtryk, fx

µi = β0 + β1xij

(sædvanligvis byggende p̊a koordinater i et lineært underrum). Denne repræ-
sentation benyttes sædvanligvis i lærebøger og i rapportering af statistiske
analyser.

Repræsentation ved modelformel: En repræsentation ved symboler for de va-
riable, der indg̊ar i modellen, fx

Ramus = Alder .

Modelformlerne benyttes til formulering af lineære modeller i statistikpro-
grammel som fx SAS, R og S-plus

I sædvanligt statistikprogrammel formuleres modeller ved en modelformel, der be-
skriver responsstrukturen udtrykt ved de forklarende variable, ogs̊a kaldet kovari-
able. Output refererer til koefficienter i en fortolkning af denne modelformel sva-
rende til en (undertiden singulær) modelmatrix.
I det følgende vil vi beskrive, hvorledes modelmatricen svarende til henholdsvis en
kontinuert kovariabel og en kvalitativ kovariabel fremkommer, og vi vil beskrive de
tilsvarende parametriske repræsentationer. Endvidere vil vi beskrive, hvordan de
variable sammensættes i mere komplicerede modelformeludtryk.
Parametrene i den parametriske repræsentation af en hypotese kan opfattes som
“koordinater” i det lineære underrum, L, der svarer til den p̊agældende hypotese,
i et koordinatsystem med vektorerne i modelmatricen som basisvektorer..
Enhver repræsentation af de forklarende variable ved en k ×m matrix

X = (x1|x2| · · · |xm)
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modsvares af en parametrisering af underrummet L = span(X) s̊adan at ethvert
µ ∈ L kan udtrykkes som en linearkombination

µi = β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βmxim , i = 1, 2, . . . , k .

Matricen X kaldes modelmatricen svarende til de m kovariable.

3.7.1 Intercept led

Sædvanligvis vil man i modelleringen inddrage et s̊akaldt intercept led, der spe-
cificerer den minimale model, nemlig modellen svarende til en fælles middelværdi
for alle observationer. I det sædvanlige variansanalyseskema er det jo netop varia-
tionen omkring det fælles gennemsnit (Corrected Sum og Squares), der opspaltes
i bidrag fra hhv Model og Error.

I modelmatricen indg̊ar interceptleddet som den første søjle, best̊ande af lutter
ettaller,

X = 1 =


1
1
...
1

 , (3.37)

I en parametrisk fremstilling

µi = β0 +
m∑

j=1

βjxij , i = 1, 2, . . . , k .

er interceptleddet størrelsen β0, og den minimale model fremkommer netop for

β1 = β2 = · · · = βk = 0

I modelformler i R og S-plus indg̊ar interceptleddet sædvanligvis implicit. S̊afremt
man ønsker eksplicit at referere til interceptleddet, beskrives det i modelformlen
ved et ettal.

I modelformler i SAS indg̊ar interceptleddet implicit. S̊afremt man ønsker en model
uden interceptled vælges i SAS-procedurer en option NOINT efter sætningen, der
angiver modellen. I SAS Insight markeres No Intercept i Model-vinduet.
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3.7.2 Kontinuerte kovariable

En kontinuert kovariabel er en kovariabel, hvis værdier udtrykkes p̊a en måleskala
med reelle værdier, en s̊akaldt intervalskala,som længde, vægt, hastighed, koncen-
tration, antal etc.

Betragt et observationssæt med de observerede værdier y1, y2, . . . , yk af interesse-
variablen og med de tilhørende værdier . x1, x2, . . . , xk af en kontinuert kovariabel.

Det parametriske udtryk
µi = β0 + xiβ1 ,

hvor β0 ∈ R og β1 ∈ R angiver den sædvanlige regressionsanalysemodel med én
forklarende variabel.
Den tilsvarende modelmatrix er

X =


1 x1

1 x2
...
1 xk

 ,

og s̊afremt responserne yi er placeret i en variabel med navnet Y og værdierne xi af
den forklarende variabel er placeret i en variabel med navnet X, er den tilsvarende
modelformel

Y = X

Sammensætning af flere kontinuerte kovariable

For en model med m kontinuerte kovariable vil værdierne af hver af de m kovariable
kunne repræsenteres ved en k-dimensional søjlevektor, x1 ,x2 , . . . ,xm, hvor xj

angiver værdierne af den j’te kovariabel

xj =


x1j

x2j
...

xkj

 (3.38)

Den tilsvarende modelmatrix er

X = (1|x1|x2| · · · |xm)

hvor 1 angiver en søjle af ettaller jvf (3.37). Modelmatricen svarer til en parame-
trisering af underrummet L = span(X) s̊adan at ethvert µ ∈ L kan udtrykkes ed
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det parametriske udtryk

µi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βmxim , i = 1, 2, . . . , k . (3.39)

S̊afremt responserne yi er placeret i en variabel med navnet Y og værdierne af de
forklarende variable er placeret i variable med navnene X1 , X2 , . . . Xm , vil den
tilsvarende modelformel i SAS være

Y = X1 X2 . . . Xm

og i R og S-Plus er formlen

Y = X1 + X2 + . . . + Xm

Prikkerne . . . skrives ikke, men de symboliserer led af formen XP.

En modelformel i SAS af formen

Y = X1 X2 X1 ∗ X2

svarer i R og S-plus til formlen

Y = X1 + X2 + X1 ∗ X2

Den tilsvarende parametriske repræsentation er

µi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi1xi2

Specielt vil modelformlen
Y = X1 ∗ X1

s̊aledes modsvare den parametriske model

µi = β0 + β1x
2
i1

dvs en lineær model i x2
1.

3.7.3 Kvalitative kovariable, faktorvariable

Kvalitative kovariable er variable, hvis værdier udtrykkes p̊a en nominal skala.
Kvalitative variable udtrykker resultatet af en klassifikation. S̊adanne kovariable
betegnes ofte faktorvariable. En faktor svarer til en klassifikation af indeksmæng-
den i disjunkte grupper. En faktor kan kun have et begrænset antal værdier, de

70



s̊akaldte niveauer (eng. levels). For en faktor med r niveauer kan vi altid repræsen-
tere niveauerne ved en liste af heltal 1, 2, . . . , r, de formelle niveauer. I praksis vil
der ofte være knyttet navne, eller evt en numerisk kodning til de formelle niveauer.

For en faktor med r niveauer kan man for hvert niveau konstruere en k-dimensional
søjlevektor uj, den s̊akaldte incidensvektor. Vektoren best̊ar af nuller og ettaller og
har et ettal p̊a den i’te plads, hvis den i’te observation er foretaget ved faktorniveau
j, ellers et nul.
Incidensmatricen U = {u1|u2| . . . |ur} udtrykker s̊aledes allokeringen af de r fak-
torniveauer til de enkelte observationer. Rækkesummen i U er 1, da hver observa-
tion er tilknyttet ét og kun ét faktorniveau.
En model med én kvalitativ kovariabel kan udtrykkes ved modelmatricen U som

µ = Uα

svarende til den parametriske fremstilling

µi =
∑

j

uijαi = αa(i) , i = 1, 2, . . . , k , (3.40)

hvor a(i) angiver det formelle faktorniveau svarende til den i’te observation.1

Inddrages et interceptled (svarende til den minimale model) i modellen, f̊as en
repræsentation ved en modelmatrix

X = {1,u1, . . . ,ur}
svarende til en parametrisk fremstilling

µi = β0 +
∑

j

uijαi = β0 + αa(i) , i = 1, 2, . . . , k , (3.41)

hvor parametrene α1, . . . , αp i fremstillingen (3.41) må underkastes nogle b̊and for
at tilgodese overparametriseringen.

1Hvis der er flere gentagelser for hvert faktorniveau kan man opstille data p̊a tabelform.
S̊aledes kan man - i situationen med en enkelt faktor - opstille data i et skema med r
rækker (svarende til de r faktorniveauer) og p̊a hver af de r linier anføre de observerede
værdier svarende til dette faktorniveau. Den i’te observation bliver da placeret i p’te
række, hvor p = a(i) angiver det formelle niveau af faktoren for den i’te observation.
Observationerne indiceres da som yp,j, hvor j = 1, 2, . . . , np angiver gentagelsesnummeret
ved den p̊agældende faktorværdi.

N̊ar data repræsenteres p̊a denne form er den tilsvarende parametriske model p̊a formen
µp = αp , p = 1, 2, . . . , r eller, hvis man inddrager et interceptled: µp = β0 + αp , p =
1, 2, . . . , r
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Parametrisering ved kontraster

De b̊and, der ofte indføres, er s̊akaldte kontraster, nemlig størrelser, der direkte
kan estimeres.
Problemet er, at matricen

XA = {1,u1, . . . ,ur}

svarende til repræsentationen (3.41) kun har rangen r. Én af vektorerne u1, . . . ,ur

kan udtrykkes som en linearkombination af de øvrige og vektoren 1. Vi ved jo
netop, at rækkesummen af UA er 1.
Man må derfor indføre et lineært b̊and mellem parametrene β1, . . . , βr, eller repa-
rametrisere problemet.
S̊afremt man ønsker at operere med en modelmatrix af fuld rang, kan man vælge
at reparametrisere problemet s̊adan at man opn̊ar en k × r dimensional matrix

XA = {1, c1, . . . , cr−1}

af fuld rang, der udspænder LA.
Vektorerne cj definerer en række s̊akaldte estimable kontraster imellem de r størrelser
β1, . . . , βr

Der findes en række forskellige muligheder for at definere kontraster mellem r
niveauer af en faktor. I nedenst̊aende eksempel skal vi illustrere nogle af disse
muligheder i tilfældet r = 4.

Eksempel 3.7.1 Kontraster mellem r = 4 niveauer
Helmert-transformation
Parametrisering ved den s̊akaldte Helmert-transformation svarer til modellen

µ = XH


β0

γ1

γ2

γ3


hvor modelmatricen XH er

XH =


1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1
1 0 2 −1
1 0 0 3

 ,

Parametriseringen svarer til at første kontrast angiver forskellen β2 − β1 mellem
værdien svarende til niveau 2 og niveau 1; anden kontrast angiver forskellen β3 −
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(β1 +β2)/2 mellem værdien svarende til niveau 3 og gennemsnittet mellem niveau
1 og niveau 2. Den j’te kontrast angiver forskellen βj+1 − (β1 + · · · βj)/j mellem
niveau j + 1 og gennemsnittet af niveauerne 1 til j.
Helmert-transformationen sikrer, at de enkelte søjler cj er indbyrdes ortogonale,
og endvidere ortogonale p̊a vektoren 1.
Sum-kodning
En anden mulighed er den s̊akaldte “sum”-kodning

µ = XS


β0

γ1

γ2

γ3


hvor modelmatricen XS er

XH =


1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
1 −1 −1 −1

 ,

svarende til at første kontrast angiver forskellen mellem β1 og βr, anden kontrast
angiver forskellen mellem β2 og βr, etc. Ogs̊a disse kontraster er indbyrdes ortog-
onale og ortogonale p̊a 1.
Treatment-kodning
Ofte benytter man en kodning svarende til repræsentationen

µ = XT


β0

γ1

γ2

γ3


hvor modelmatricen XT er

XT =


1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 0

 ,

Kodningen kaldes undertiden “treatment”-kodning. SAS benytter sævanligvis en
variant af denne kodning, nemlig med det sidste niveau som referenceniveau.
Reparametriseringen svarer til at benytte det første niveau β0 som referenceni-
veau. Parametrene γ1, . . . , γr−1 svarende til denne kodning er ikke kontraster, da
søjlesummerne ikke er nul, og søjlerne derfor ikke er ortogonale p̊a vektoren 1. ∇
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3.7.4 Modelformler

I mange programsystemer benyttes en kompakt modelformel til specifikation af
lineære modeller.
Vi vil her skitsere en symbolsk notation, der er foresl̊aet af Wilkinson og Rogers
[18]. Notationen bruges i det store og hele i sædvanligt statistikprogrammel, f.eks.
R og S-plus, hvor man refererer til variable ved symbolske variabelnavne. SAS bru-
ger en variant af notationen (fx. benyttes prik-operatoren ikke, og plus operatoren
er erstattet af et mellemrum).
En modelformel er en symbolsk beskrivelse af middelværdistrukturen i en lineær
model ved en kombination af symboler for de variable og operatorer.
Vi vil nedenfor beskrive disse operatorer ved hjælp af de tilknyttede operationer
p̊a de tilsvarende modelmatricer og de led, der genereres i den parametriske repræ-
sentation.
Vi vil lade A og B betegne faktorvariable (klassifikationer af indeksmængden),
og X angive en kontinuert kovariabel. Lad incidensmatricerne for A og B være
hhv U = (u1,u2, . . . ,ur) for A, og W = (w1,w2, . . . ,ws) for B, og lad X have
modelvektoren x

Prik- eller punktoperatoren

Operatoren skrives ofte som et punktum “.” eller kolon “:”. Operatoren genere-
rer led i den parametriske repræsentation svarende til alle kombinationer af de to
variable, der “prikkes”.
For to faktorvariable A og B dannes den n× (r · s)-dimensionale incidensmatrix
svarende til A.B ved elementvis multiplikation af alle søjlepar up og wq. Led-
dene i den parametriske repræsentation bliver de r · s led af formen γp,q, p =
1, 2, . . . , r; q = 1, 2, . . . , s.
For en faktorvariabel A og en kontinuert variabel X dannes den n×r-dimensionale
modelmatrix svarende til A.B ved elementvis multiplikation af x med hver af
søjlerne u1,u2, . . . ,ur. Leddene i den parametriske repræsentation p̊a faktorform
bliver de r led af formen αpx, p = 1, 2, . . . , r.
Der gælder

A.A = A

svarende til at incidensmatricen for A.A har r søjler lig med søjlerne for A, og de
resterende r(r − 1) søjler er nulvektorer.
Almindeligvis vil X.X 6= X. Venstre side kan fortolkes som en vektor med kompo-
nenter x2

i . De fleste programsystemer tillader dog ikke denne konstruktion. Hvis
man ønsker en forklarende variabel svarende til X2 bør denne konstrueres eksplicit.
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Prikoperatoren er kommutativ. Der gælder

A.B ≡ B.A

Den er desuden associativ, idet

(A.B).C ≡ A.(B.C)

Man kan derfor blot skrive A.B.C etc.

Plusoperatoren

Plusoperatoren i modelformler udtrykker addition af parametre i den parametriske
repræsentation. . Matricen svarende til plusoperationen fremkommer ved at sætte
addendernes matricer ved siden af hinanden, dvs. matricen svarende til A + B f̊as
som (U|W) og matricen svarende til A + X f̊as som (U|x).
Det rum, der udspændes af incidensmatricen svarende til A + B er s̊aledes sum-
men af rummene udspændt af modelmatricen svarende til A og incidensmatricen
svarende til B.
Der gælder

A + A ≡ A

For at slippe for at skrive for mange parenteser bruger man almindeligvis den
samme konvention som ved de sædvanlige plus og gange operationer, at “+” har
lavere prioritet end “.”, dvs.

A.B + C ≡ (A.B) + C

Prikoperatoren “.” er distributiv med hensyn til plusoperatoren “+”, dvs

A.(B + C) ≡ A.B + A.C

Krydsede faktorer

Krydsningsoperatoren “∗” bruges hovedsagelig til at give en kompakt beskrivelse
af modeller med flere faktorvariable. Operatoren “∗” defineres som

A ∗B = A + B + A.B

A ∗B ∗ C = A + B + C + A.B + A.C + B.C + A.B.C

etc. I den parametriske repræsentation svarer modelformlen A ∗ B s̊aledes til led
af formen αp + βq + γp,q, dvs. modellering af hovedvirkningerne af A og B samt af
vekselvirkningen mellem A og B.
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Mange programsystemer tillader yderligere, at de variable A, B etc. i ovenst̊aende
udtryk erstattes med modelformler.
Krydsningsoperatoren “∗” har højere prioritet end “+”, men lavere prioritet end
“.”, dvs

A ∗B + C ≡ A + B + C + A.B

A ∗B.C ≡ A + B.C + A.B.C

Krydsningsoperatoren “∗” er associativ og distributiv med hensyn til “+”. Der
gælder nemlig

A ∗ (B + C) ≡ A + (B + C) + A.(B + C)
≡ A + B + C + A.B + A.C

≡ A + B + A.B + A + C + A.C

≡ A ∗B + A ∗ C

Fjernelse af led i modelformel

Operatoren “-” defineres som den modsatte operation af “+”. Operatoren bruges
til at udtrykke fjernelse af led i en modelformel.
Man har s̊aledes udtrykket for en tofaktormodel uden vekselvirkning, dvs. alene
med hovedvirkninger

A ∗B −A.B ≡ A + B

og tilsvarende udtrykker

A ∗B ∗ C −A.B.C ≡ A + B + C + A.B + A.C + B.C

en model med tre faktorer, der indeholder alle tre hovedvirkninger og alle tre
to-faktorvekselvirkninger.

Hierarkisk organiseret indeksmængde, underordnede faktorer

Vi nævner kort den særlige struktur, der er knyttet til en hierarkisk klassifikation
af indeksmængden. En hierarkisk klassifikation optræder n̊ar niveauerne for én
klassifikation, f.eks. B, er underordnet niveauerne for en anden klassifikation, f.eks.
A.
I modelformlen udtrykker man i R og S-plus underordning ved symbolet “/”.
S̊aledes udtrykker

A/B = A + A.B
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at B er underordnet A. Fortolkningen af A.B er her effekter af B indenfor A.2

Vi bemærker, at A/B adskiller sig fra A ∗ B ved at der ikke er noget led, der
udtrykker hovedvirkning af B. Et s̊adant led er jo uden mening, da niveauerne af
faktor B jo relaterer til det p̊agældende niveau af faktor A.
S̊afremt man tillader symbolerne i modelformlen selv at symbolisere modelformler,
defineres “/” ved

A/B = A + pl(A).B

hvor vi fortolker pl(A) som “produktleddet” (ved brug af prikoperatoren) af alle
elementerne i A.
S̊aledes har vi eksempelvis

(A ∗B)/C ≡ A ∗B + A.B.C

Underordningsoperatoren er associativ. Der gælder s̊aledes

A/(B/C) ≡ (A/B)/C

Underordningsoperatoren er distributiv med hensyn til “+” idet der gælder

A/(B + C) = A + A.(B + C) = A + A.B + A + A.C = A/B + A/C

I lighed med krydsningsoperatoren har underordningsoperatoren en prioritet imel-
lem “.” og “+”. Man vælger ofte konventionen at give den prioritet over “∗”.

3.7.5 Inklusionsdiagrammer for hypotesekæder,

Type I og Type III opspaltning

Ved reduktion af en given model vil det sædvanligvis være fordelagtigt at bevæge
sig ned igennem en hypotesekæde, hvor de tilsvarende lineære rum ligger inden i
hinanden. Vi vil her illustrere s̊adanne hypotesekæder for nogle simple modelsitu-
ationer ved brug af inklusionsdiagrammer.

2I programsystemet SAS bruges en parentes til at angive underordning af faktorer.
I SAS symboliserer leddet B(A), at faktoren B er underordnet A. Angivelse af leddet
B(A) i en modelformel indebærer sædvanligvis, at alle vekselvirkningsleddene mellem B
og A indg̊ar i modellen. S̊afremt man ønsker hovedeffekterne af A modelleret (af hensyn
til deviansopspaltningen), skal man eksplicit angive det i modelformlen ved at skrive A +
B(A).
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Sammenligning af to (eller flere) regressionslinier

I figur 3.3 vises en situation med to (eller flere) regressionslinier, der kan reduceres
til en enkelt regressionslinie ved først at teste for fælles hældning, og derefter for
fælles intercept, eller først at teste for fælles intercept og derefter for fælles hæld-
ning.

Bemærk at leddet sfA ∗ x i modelformlen svarer til at modellere separate hæld-
ninger for hvert af niveauerne i faktoren A

Figur 3.3: Inklusionsdiagram svarende til sammenligning af regressionslinier
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Tofaktorforsøg

I et forsøg med udplantning af blommestiklinger betragtede man to længder, hen-
holdsvis 6 [cm] og 12 [cm] og tre tykkelsesgrader, 3-6 [mm], 6-9 [mm] og 9-12 [mm],
I oktober udplantede man 20 stiklinger af hver kombination af længde og tykkelse,
og året efter vurderede man egenskaberne for de udplantede stiklinger.
Nedenst̊aende inklusionsdiagram figur 3.4 illustrerer de to kæder, der kan konstru-
eres for et s̊adant forsøg med to faktorer. Nemlig først et test for forsvindende
vekselvirkning, hvorefter man enten kan teste for forsvindende søjleeffekt (TYKS)
og derefter ved accept teste for forsvindende søjleeffekt (LENG) til den minimale
model - eller man kan først teste for rækkeeffekt og derefter søjleeffekt.
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Figur 3.4: Inklusionsdiagram svarende til tofaktormodeller for blommeforsøg
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Trefaktorforsøg

Endelig illustreres i figur 3.5 de mulige hypotesekæder i et forsøg med tre kvalitative
faktorer.

Fremgangsm̊ade ved modelreduktion

For enhver model, H0, kan man formulere mindst én kæde af hierarkisk or-
ganiserede hypoteser med den minimale model HM som den laveste model i
hierarkiet, og med H0 som den højeste model. Principielt kan man s̊a starte
med en stor model, H0 (dog med en dimension mindre end k, s̊adan at man f̊ar
residualer forskellige fra nul), og derefter teste (ved brug af sætning 3.6.1)
om det er forsvarligt at reducere modellen til den mindre model H1. Hvis
man vælger at fortsætte med modellen H1, kan man da forsøge sig med næ-
ste mindre model H2. Men det betingede F-test for H2 under H1 forudsætter
principielt reestimation af σ2 svarende til residualafvigelsen under H1.

Den s̊akaldte Type I opspaltning af kvadratafvigelsessummer i SAS og S-
plus svarer til en opspaltning af D(y; pM(y) i overensstemmelse med denne
hypotesekæde. Man skal s̊aledes huske bemærkningen side 62, at kvadrataf-
vigelsessummen i en type I opspaltning angiver ændringen i D svarende til
det p̊agældende modelled, n̊ar der er korrigeret for den eventuelle effekt af
de foranst̊aende led.

Bidragene i Type I opspaltningen afhænger alts̊a af hvilke foranst̊aende led,
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Figur 3.5: Inklusionsdiagram svarende til trefaktormodeller
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der er i modellen. Ved tolkning af teststørrelserne svarende til et givet trin
i modelhierarkiet siger man, at man vurderer effekten af det givne led kor-
rigeret for de øvrige effekter, der er i modellen p̊a det p̊agældende trin (og
F-størrelserne i en Type I opspaltning skal tages med et gran salt, da næv-
neren jo knytter sig til modellen svarende til alle led).
Som vi s̊a af inklusionsdiagrammet figur 3.3, vil man imidlertid i almindelig-
hed kunne organisere en given model som en s̊adan kæde p̊a flere forskellige
m̊ader. Dog vil vekselvirkningsled være højere end de tilsvarende hovedeffek-
ter.
Det fremg̊ar imidlertid af sætning 4.10.1, at
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teststørrelsen for fjernelse af et bestemt led i modelformlen afhænger af,
hvilke andre led, der indg̊ar i modellen p̊a det p̊agældende trin.

I praksis vil man derfor sikre sig at alle relevante led tilgodeses, n̊ar man
vurderer, hvorvidt et bestemt modelled kan udelades af modellen.
S̊afremt man i situationen svarende til figur 3.4 har accepteret hypotesen om
forsvindende vekselvirkning, dvs at man har godtaget modellen svarende til
modelformlen LENG + TYK, da vil testet svarende til den venstre gren i dia-
grammet modsvare at man undersøger, om der er p̊aviselig effekt af tykkelsen,
n̊ar man tilgodeser at stiklingerne har forskellig længde og korrigerer herfor.
Tilsvarende vil testet svarende til den højre gren i diagrammet modsvare at
man undersøger, om der er p̊aviselig effekt af længden, n̊ar man tilgodeser at
stiklingerne har forskellig tykkelse og korrigerer herfor.

3.8 Eksempel, Blodgennemstrømningsindeks

hos malere

Nedenst̊aende data hidrører fra en undersøgelse af effekten af brugen af organiske
opløsningsmidler. (Kilde: P.Arlien-Søborg, L.Henriksen, A.Gade, C.Gyldensted:
Cerebral blood flow in chronic toxic encephalopathy in house painters exposed
to organic solvents. Acta Neurologica Scandinavica 66 (1982), pp 34-41).

Hjerneblodgennemstrømningsindex (ISI) tages ofte som udtryk for hjerneaktivite-
ten. Ved undersøgelsen måltes ISI hos 20 malere, hvoraf 9 havde benyttet organiske
opløsningsmidler i deres arbejde, og 11 (kontrolgruppen) ikke havde benyttet or-
ganiske opløsningsmidler.

* kursus/stat3/malblod.sas ;
OPTIONS LINESIZE=80 PAGESIZE = 65;
DATA BLOD;
TITLE ’Blodgennnemstromning hos malere’;
INPUT NR ISI ALDER ORG$;
CARDS;
1 48 23 ORG
2 41 35 ORG
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3 36 37 ORG
4 35 38 ORG
5 43 40 ORG
6 44 40 ORG
7 28 45 ORG
8 28 52 ORG
9 31 58 ORG
1 55 31 EJ
2 51 32 EJ
3 44 34 EJ
4 45 38 EJ
5 48 38 EJ
6 50 38 EJ
7 49 46 EJ
8 34 48 EJ
9 31 53 EJ
10 33 57 EJ
11 44 39 EJ
;
PROC SORT ;
BY ORG;
PROC PRINT;
PROC MEANS ;
BY ORG;
VAR ISI ALDER;
RUN;

Modelmatricen for en model svarende til forskellig aldersafhængighed og forskelligt
intercept for de to grupper er

1 1 0 23 23 0
1 1 0 35 35 0
...

...
...

...
...

...
1 1 0 58 58 0
1 0 1 31 0 31
...

...
...

...
...

...
1 0 1 39 0 39

idet vi har valgt (i lighed med SAS) at overparametrisere modellen s̊aledes at der
er parametrene β1 = intercept, β2 (opløsningsmiddel),β3 (ej opløsningsmiddel) β4
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(koefficient til alder ), β5 (koefficient til alder for opløsn. ) β6 (koefficient til alder
for ej opløsning )

Øvelse

Tegn et boxplot for ISI for de to grupper
Tastetryk Boxplot → ISI som Y , ORG som X.
Kan man p̊avise forskel ??

Prøv dernæst model for sammenligning af middelværdi i to stikprøver (t-test for
to uafhængige stikprøver).
Tastetryk Fit → ISI som Y , ORG som X.
Kan man p̊avise forskel ??

Tegn ISI mod alder
Tastetryk Scatterplot → ISI som Y , ALDER som X.
Marker evt de to grupper hver for sig.
Det synes som om ISI aftager med alderen. (Et velkendt fænomen :-) )
Og de to grupper har ikke helt samme aldersmæssige sammensætning.
Man bør nok korrigere for alderseffekten ved sammenligningen, fx ved at bruge en
model af formen:.
MODEL ISI = ORG ALDER ORG*ALDER

Sum of
Source DF Squares Mean Square F Value Pr > F

Model 3 960.3088 320.1029 15.18 <.0001
Error 16 337.4912 21.0932
Corrected Total 19 1297.8000

Source DF Type I SS Mean Square F Value Pr > F

ORG 1 234.9111 234.9111 11.14 0.0042
ALDER 1 705.7162 705.7162 33.46 <.0001
ALDER*ORG 1 19.6815 19.6815 0.93 0.3484
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Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F

ORG 1 58.9495 58.9495 2.79 0.1140
ALDER 1 715.9166 715.9166 33.94 <.0001
ALDER*ORG 1 19.6815 19.6815 0.93 0.3484

Nedenfor angives udskrifterne af Type I og Type III svarende til en rækkefoelge
alder org i modelformlen. Bemærk ændringen i type I afvigelser.

Source DF Type I SS Mean Square F Value Pr > F

ALDER 1 687.8222 687.8222 32.61 <.0001
ORG 1 252.8050 252.8050 11.99 0.0032
ALDER*ORG 1 19.6815 19.6815 0.93 0.3484

Variable ORG DF Estimate Std Error t Stat >|t|
Intercept 1 60.3445 6.7622 8.92 <.0001
ORG EJ 1 16.4294 9.8277 1.67 0.1140

ORG 0 0.0000 . . .
ALDER 1 -0.5682 0.1611 -3.53 0.0028
ALDER*ORG EJ 1 -0.2259 0.2338 -0.97 0.3484

ORG 0 0.0000 . . .

3.9 Vurdering af modeltilpasning, diagnosti-

ske størrelser

3.9.1 Residualer, standardisering og studentisering

Vi s̊a i det foreg̊aende afsnit (3.4), at variansen (dvs usikkerheden) p̊a residu-
alet blandt andet afhang af det tilsvarende diagonalelement i hat-matricen.
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Det vil være naturligt at skalere residualerne med spredningen for at sikre
en sammenlignelighed af residualerne. For de generaliserede lineære modeller
siger man sædvanligvis at residualerne er standardiserede, hvis de er skaleret
med en størrelse, der sikrer, at de har samme varians under modellen. Der
er imidlertid ikke fuldstændig enighed om denne sprogbrug. Det er jo ogs̊a
en udbredt sprogbrug at bruge betegnelsen “standardiseret” om en variabel,
hvis fordeling har middelværdi nul og variansen 1.

For den generelle lineære model indg̊ar den ukendte varians, σ2 i variansen
p̊a residualet, s̊a derfor m̊a man erstatte σ2 med estimatet. I den generelle
lineære model (normalfordeling) i SAS-insight betegner et standardiseret resi-
dual, residualet divideret med estimatet for dets standardafvigelse.

Imidlertid indg̊ar det p̊agældende residual jo i beregningen af estimatet for
σ2, og hvis man vil vurdere størrelsen af et residual i forhold til den estime-
rede spredning p̊a dette residual, kan det være ønskeligt, at den estimerede
spredning er uafhængig af netop den betragtede observation. Man siger, at
et sæt residualer er studentiserede, hvis de er skaleret med et uafhængigt
estimat for spredningen.

Nedenst̊aende angives udtryk for de standardiserede og studentiserede resi-
dualer, der sædvanligvis optræder i programmer til analyse af generaliserede
lineære modeller, som feks programsystemerne SAS og S-Plus.
I udtrykkene betegner hii det i’te diagonalelement i hat-matricen, σ̂2 angiver
estimatet for variansen σ2 ved benyttelse af alle observationer, og σ̂2

(i) angiver
estimatet, beregnet ved udeladelse af den i’te observation.

Standardiseret residual

rrs
i =

rr
i√

σ̂2(1− hii)

Studentiseret residual

rrt
i =

rr
i√

σ̂2
(i)(1− hii)

Under normalfordelingsantagelsen gælder, at det studentiserede residual følger
en Student’s t-fordeling med f = k − m − 1, idet estimatet, σ̂2

(i) følger en
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σ2χ2(f)/f fordeling og er uafhængig af ri. (Se fx Jørgensen, linear models).

3.9.2 Kontrol af enkeltobservationer, leverage

Diagonalelementerne i hat-matricen er udtryk for den “vægt” hvormed den
enkelte observation bidrager til den fittede værdi for den p̊agældende data-
punkt.
Dette følger direkte ved at betragte

∂µ̂

∂y
= H

hvor H angiver hat-matricen.
Diagonalelementerne hii i hat-matricen H angiver s̊aledes ændringen i den
fittede værdi µ̂i ved en ændring i yi.

Eksempel 3.9.1 Leverage i en enkel regressionsmodel
For at illustrere begrebet leverage vil vi betragte en regressionsmodel sva-
rende til normalfordelingen, dvs en model med en konstant varians.
Betragt modelmatricen svarende til et intercept-led og én uafhængig variabel

X =


1 (x1 − x·)
1 (x2 − x·)
...

...
1 (xk − x·)

 ,

hvor vi har ortogonaliseret de to søjler ved at subtrahere gennemsnitsværdien
af xi fra samtlige x-værdier. Vi har da

X′X =

(
k 0
0

∑
(xi − x·)2

)
hvorfor

(X′X)−1 =

(
1/k 0
0 1/

∑
(xi − x·)2

)
Det i’te diagonalled i hat-matricen er(

1 (xi − x·)
)

(X′X)−1

(
1

xi − x·

)
=

1

k
+

(xi − x·)2∑
(xj − x·)2

.
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Det i’te diagonalled udtrykker s̊aledes den euklidiske afstand mellem punktet
(1, xi) svarende til det i’te datapunkt, og tyngdepunktet (1/k, x·) for alle
datapunkter.
For en regressionsmodel med m forklarende variable finder man tilsvarende,
at det i’te diagonalled i hat-matricen er

hii =
1

k
+

(xi1 − x·1)2∑
(xj1 − x·1)2

+ · · ·+ (xim − x·m)2∑
(xjm − x·m)2

. (3.42)

alts̊a netop den euklidiske afstand mellem vektoren af forklarende variable
for den i’te observation og tyngdepunktet (1/k, x·1, . . . , x·m) svarende til alle
observationer.
Størrelsen (3.42) kaldes ogs̊a Mahalanobis’ afstand mellem datapunktet sva-
rende til den i’te observation og punktsværmen best̊aende af samtlige obser-
vationer.
Størrelsen hii − 1/k er s̊aledes et invariant m̊al for den kvadratiske afstand
mellem xi og tyngdepunktet for alle n punkter i koefficientrummet. ∇
Diagonalelementerne i hat-matricen udtrykker s̊aledes hvor meget den tilsva-
rende række i X-matricen afviger fra samlingen af værdier af de forklarende
variable.
I engelsksproget litteratur siger man, at diagonalelementerne udtrykker den
leverage (vægtstangseffekt), der er knyttet til den p̊agældende observation.
Leverage er s̊aledes en egenskab knyttet til modellen og “designet”, dvs til
værdierne af de forklarende variable; men som vi s̊a i afsnit 3.4, er konse-
kvenserne af en stor leverage af betydning s̊avel for variansen p̊a residualet,
som for variansen p̊a den fittede værdi.

Man skal have opmærksomheden rettet specielt mod observationer med stor
leverage. Ikke fordi det nødvendigvis er en d̊arlig egenskab at en observation
har stor leverage. Hvis et punkt med stor leverage i øvrigt er i overensstem-
melse med resten af data, vil dette punkt blot tjene til at mindske usikkerhe-
den p̊a de estimerede koefficienter, se figur 3.6. Hvis en model er nogenlunde
rimelig, og data er i overensstemmelse med modellen vil observationer med
stor leverage være en fordel.

Observationer med stor leverage kan imidlertid være en indikation af at mo-
dellen ikke svarer til data. Det er velkendt, at man skal udvise stor varsom-
hed med at ekstrapolere en empirisk bestemt relation ud over det omr̊ade i
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“designrummet”, hvor den er tilpasset. En lineær model kan m̊aske give en
tilfredsstillende beskrivelse af data i et begrænset omr̊ade af designrummet,
men den behøver ikke nødvendigvis give en god beskrivelse uden for dette
omr̊ade.
Det er derfor ofte urealistisk at forvente, at man kan bestemme en lineær
model, der giver en god beskrivelse i omr̊ader af designrummet, hvor der
kun er f̊a datapunkter. Datapunkter med stor leverage ligger netop i s̊adanne
omr̊ader, og man kunne derfor formode, at s̊adanne observationer ikke be-
skrives særlig godt. Ofte ser man dog det modsatte fænomen. Modellen giver
pæn tilpasning til datapunkter med stor leverage, mens tilpasningen til de
øvrige datapunkter ikke er overvældende god, se f.eks. figur 3.7.

y

x

+

+ +

+

+

+
+

o

Figur 3.6: Illustration af et datapunkt ◦ med stor leverage

Den fuldt optrukne kurve angiver regressionslinien svarende til samtlige
punkter. Den stiplede kurve viser regressionslinien estimeret under

udeladelse af punktet ◦ med stor leverage.
(stor leverage, god konsistens, lille influens)

Belsley, Kuh og Welsch (1980) foresl̊ar en afskæring p̊a 2m/k for hat diago-
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nalværdierne, hvor m er antallet af parametre i modellen, og k er antallet af
observationer.

3.9.3 Kontrol af enkeltobservationers overensstemmelse,

residual

Som vi har set, har de ustandardiserede residualer forskellig varians. N̊ar
man vil vurdere hvorvidt en enkelt observation afviger fra modellen, skal
man derfor betragte de standardiserede eller de studentiserede residualer. Et
standardiseret residual, der er større end 2-3, kan opfattes som tegn p̊a en
afvigende observation.
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Figur 3.7: Illustration af et datapunkt ◦ med stort residual
Den fuldt optrukne kurve angiver regressionslinien svarende til samtlige

punkter. Den stiplede kurve viser regressionslinien estimeret under
udeladelse af punktet ◦ med et stort residual.
(lille leverage, ringe konsistens, lille influens)
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3.9.4 Kontrol af enkeltobservationers indflydelse (in-
fluens)

Leverage

Vi har allerede diskuteret “leverage” som et udtryk for datapunktets afstand
fra de øvrige punkter i designrummet og herved ogs̊a som et sammenfattende
udtryk for den vægt, der tillægges det p̊agældende datapunkt i den samlede
estimation.
Man kan imidlertid ogs̊a have interesse i at vurdere nogle mere specifikke
m̊al for de enkelte datapunkters indflydelse p̊a de enkelte komponenter i
estimationsproblemet.
Den enkleste m̊ade, hvorp̊a man kan m̊ale indflydelsen fra et datapunkt er
ved at sammenligne de estimater man f̊ar, n̊ar det p̊agældende datapunkt er
medtaget i analysen og n̊ar det ikke er med.
I litteraturen er der foresl̊aet en lang række m̊al til vurdering af indflydelsen
fra et datapunkt. Nedenfor skal vi gennemg̊a en række af disse m̊al.
Belsley, Kuh og Welsch [32] og Cook og Weisberg [33] indeholder en mere
udførlig beskrivelse.
I nedenst̊aende gennemgang vil et indeks i rund parentes “(i)” indikere, at
observation i er udeladt af estimationen.
De forskellige influensm̊al svarende til udeladelse af den i’te observation ud-
regnes lettest ved at supplere X-matricen med en ekstra søjle med nuller i
alle positioner p̊a nær den i’te række. Effekten af denne søjle er, at modellen
udvides med et led, der blot tager sig af at estimere yi. De øvrige søjler i X
bruges da til at estimere en model for de øvrige observationer.

Cook’s D

Cook’s D m̊aler ændringerne i parameterestimater, hvis man udelader den
i’te observation.
Cook’s D svarende til den i’te observation er defineret som

Di =
(β̂ − β̂(i))

′iβ(β̂ − β̂(i))

σ̂2 m
(3.43)

hvor den forventede information iβ er

iβ = X′Σ−1X
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Man ser, at Cook’s D kan skrives

Di =
‖η̂ − η̂(i)‖2

Σ

σ̂2m

hvor η̂ = Xβ̂ og η̂(i) = Xβ̂(i). Cook’s D m̊aler s̊aledes forskellen i den lineære
prædiktor, n̊ar den i’te observation fjernes. S̊afremt der indg̊ar en estimeret
dispersionsparameter, er Cook’s D skaleret med dette estimat (i dette estimat
indg̊ar dog den i’te observation).
Cook (1977) foreslog at man sammenligner Di med fraktilerne i en F(m, k−
m)-fordeling. En grov afskæring er ved 4/(k −m)

Dffit og Dffits

Forskellen i fittet værdi, henholdsvis med og uden den i’te observation kaldes
Dffit.

Fi =
µ̂i − µ̂(i)√
σ̂2 hii

Den tilsvarende skalerede værdi kaldes Dffits.
For den i’te observation har man

F ∗
i =

µ̂i − µ̂(i)√
σ̂2

(i)hii

(3.44)

hvor hii angiver diagonalelementet i hat-matricen.
Sædvanligvis bruger man en afskæring p̊a 2 for DFFITS, En antalsjusteret
afskæring er ±2

√
m/(k −m)

Dfbetas

Den normaliserede forskel p̊a estimatet af βj henholdsvis med og uden den
i’te observation kaldes Dfbetas.
For den i’te observation har man

Bj,i =
β̂j − β̂j(i)√

σ̂2
(i)[X

′Σ−1X]−1
jj

, (3.45)

hvor
X′Σ−1X = iβ
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angiver informationsmatricen (med hensyn til β ).
Man f̊ar en hel matrix af Bj,i værdier; for hver observation f̊ar man en værdi
for hver af de uafhængige variable.

Værdier af Bj,i større end 2 indikerer observationer, der er influentielle i
estimationen af en βj .

En anbefalet afskæringsværdi er ±2/
√
k hvor k angiver antallet af observa-

tioner.
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Figur 3.8: Illustration af et datapunkt ◦ med stor influens

Den fuldt optrukne kurve angiver regressionslinien svarende til samtlige
punkter. Den stiplede kurve viser regressionslinien estimeret under

udeladelse af punktet ◦ med stor influens.
(stor leverage, ringe konsistens, stor influens)
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3.10 Ortogonalitet, leverage, Lille eksempel

og øvelse

Øvelse

Prøv at indtaste observationerne svarende til Ramus-eksemplet, afsnit 3.5
(b̊ade med rigtige aldre og med centrerede aldre), og udfør regressionsanaly-
sen mht alder og mht centreret alder, kig p̊a parameter estimates, p̊a estime-
ret covariansmatrix, predicted, hat diagonal, residual, i de to tilfælde.

Hvorn̊ar er elementerne i hat-matricen store ?

3.11 Indskud om Yates’ algoritme:

N̊ar modellen kun indeholder faktorvariable med to niveauer, kan man opn̊a
en ortogonal parametrisering ved at kode faktorniveauerne som -1 og 1 (type
“Interval”, dvs kontinuerte variable). Det er nu forholdsvist enkelt at danne
søjlerne svarende til vekselvirkningsleddene ved multiplikation af søjlerne for
de enkelte faktorer etc.

Denne fremgangsm̊ade sikrer en ortogonal dekomposition af den fulde model
i enkeltbidrag med uafhængige estimater for de enkelte led. Leddene kan der-
for testes hver for sig, dvs type III bidrag er de samme som type I bidrag. Led
med forsvindende bidrag kan fjernes, og deres bidrag indg̊a i residualkvadra-
tafvigelsessummen ved simpel addition. Da enkeltleddene kan fortolkes som
meningsfulde kontraster, kan man i disse sammenhænge godt opleve model-
ler med indg̊aende vekselvirkninger - uden at de tilsvarende hovedvirkninger
indg̊ar i modellen.

Til illustration af princippet beskrives nedenfor dekompositionen svarende til
et fuldt faktorielt forsøg med de tre faktorer T, G, B (top, gear og bund for
et husholdningsapparat) med to niveauer for hver faktor:
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X =



1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 1 1 −1 1 −1 −1 −1
1 1 −1 1 −1 1 −1 −1
1 −1 1 1 −1 −1 1 −1
1 1 1 1 1 1 1 1


med

β =



I
T
G
B
TG
TB
GB
TGB


Hvis faktorerne betegnes x1, x2 og x3 bliver parametervektoren

β =



I
x1

x2

x3

x1x2

x1x3

x2x3

x1x2x3



X7 :=



1 −1 −1 −1 1 1 1
1 1 −1 −1 −1 −1 1
1 −1 1 −1 −1 1 −1
1 1 1 −1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 1 −1 1 −1 1 −1
1 −1 1 1 −1 −1 1
1 1 1 1 1 1 1


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X′ :=



1 1 1 1 1 1 1 1
−1 1 −1 1 −1 1 −1 1
−1 −1 1 1 −1 −1 1 1
−1 −1 −1 −1 1 1 1 1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1



X′X :=



8 0 0 0 0 0 0
0 8 0 0 0 0 0
0 0 8 0 0 0 0
0 0 0 8 0 0 0
0 0 0 0 8 0 0
0 0 0 0 0 8 0
0 0 0 0 0 0 8



(X′X)−1 :=



1

8
0 0 0 0 0 0

0
1

8
0 0 0 0 0

0 0
1

8
0 0 0 0

0 0 0
1

8
0 0 0

0 0 0 0
1

8
0 0

0 0 0 0 0
1

8
0

0 0 0 0 0 0
1

8


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Lad observationsvektoren være

y :=



y111

y211

y121

y221

y112

y212

y122

y222



X′y :=



y111 + y211 + y121 + y221 + y112 + y212 + y122 + y222

−y111 + y211 − y121 + y221 − y112 + y212 − y122 + y222

−y111 − y211 + y121 + y221 − y112 − y212 + y122 + y222

−y111 − y211 − y121 − y221 + y112 + y212 + y122 + y222

y111 − y211 − y121 + y221 + y112 − y212 − y122 + y222

y111 − y211 + y121 − y221 − y112 + y212 − y122 + y222

y111 + y211 − y121 − y221 − y112 − y212 + y122 + y222


Man f̊ar da effektestimaterne

β̂ =



I
T
G
B
TG
TB
GB
TGB


=

1

8



y111 + y211 + y121 + y221 + y112 + y212 + y122 + y222

− y111 + y211 − y121 + y221 − y112 + y212 − y122 + y222

− y111 − y211 + y121 + y221 − y112 − y212 + y122 + y222

− y111 − y211 − y121 − y221 + y112 + y212 + y122 + y222

y111 − y211 − y121 + y221 + y112 − y212 − y122 + y222

y111 − y211 + y121 − y221 − y112 + y212 − y122 + y222

y111 + y211 − y121 − y221 − y112 − y212 + y122 + y222

− y111 + y211 + y121 − y221 + y112 − y212 − y122 + y222


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med middelværdier

β =



I
T
G
B
TG
TB
GB
TGB


=

1

8



µ111 + µ211 + µ121 + µ221 + µ112 + µ212 + µ122 + µ222

−µ111 + µ211 − µ121 + µ221 − µ112 + µ212 − µ122 + µ222

−µ111 − µ211 + µ121 + µ221 − µ112 − µ212 + µ122 + µ222

−µ111 − µ211 − µ121 − µ221 + µ112 + µ212 + µ122 + µ222

µ111 − µ211 − µ121 + µ221 + µ112 − µ212 − µ122 + µ222

µ111 − µ211 + µ121 − µ221 − µ112 + µ212 − µ122 + µ222

µ111 + µ211 − µ121 − µ221 − µ112 − µ212 + µ122 + µ222

−µ111 + µ211 + µ121 − µ221 + µ112 − µ212 − µ122 + µ222


(3.46)

β =



I
T
G
B
TG
TB
GB
TGB


=

1

8



µ...

µ2.. − µ1..

µ.2. − µ.1.

µ..2 − µ..1

µ11. + µ22. − (µ21. + µ12.)
µ1.1 + µ2.2 − (µ2.1 + µ1.2)
µ.11 + µ.22 − (µ.21 + µ.12)

−µ111 + µ211 + µ121 − µ221 + µ112 − µ212 − µ122 + µ222


alts̊a punkter p̊a “terningen” (−1, 1)3
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